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�. ²¡ÄåXÚ

²²²¡¡¡ÄÄÄåååXXXÚÚÚµµµ

dx

dt
= X(x, y),

dy

dt
= Y (x, y) (1)

ÙÙÙ¥¥¥X(x, y)ÚÚÚY (x, y)333²²²¡¡¡R2þþþëëëYYY"""

���ÄÄÄÛÛÛ:::´́́���III���:::������///"""bbb���(1)333:::(0, 0)NNNCCC���kkkµµµ

d

dt

 x

y

 = A

 x

y

 + R(x, y) (2)

ÙÙÙ¥¥¥A´́́������¢¢¢ÝÝÝ


§§§R(x, y)333:::(0, 0)NNNCCCëëëYYY������§§§

R(0, 0) = 0§§§���lim
r→0

R(x, y)
r

= 0§§§ÙÙÙ¥¥¥r =
√

x2 + y2.
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�. ²¡ÄåXÚ

ÛÛÛ:::µµµ(0, 0)

ÐÐÐ���ÛÛÛ:::µµµdetA 6= 0

ppp���ÛÛÛ:::µµµdetA = 0

333ÛÛÛ:::NNNCCC, (2)���;;;���©©©ÙÙÙ���§§§������gggCCCqqq���§§§|||:

d

dt

 x

y

 = A

 x

y

 (3)

���qqq.
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�. 3detA 6= 0ex′ = AxÛ:NC�;�©Ù

XXXÚÚÚ:

dx

dt
= Ax, A =

 a b

c d

 , detA 6= 0 (4)

���������ÛÛÛ:::(²²²ïïï:::): (0, 0).

���333���___


T¦¦¦���T−1AT = J§§§ÙÙÙ¥¥¥J���������IIIOOO...§§§Jkkkeee���nnn

«««///ªªªµµµ  λ 0

0 µ

 ,

 λ 0

1 λ

 ,

 α −β

β α

 (5)
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�. 3detA 6= 0ex′ = AxÛ:NC�;�©Ù

---x = Ty§§§KKK���§§§(4)zzz���

dy

dt
= Jy (6)

���§§§(4)ÚÚÚ���§§§(6)ÛÛÛ:::���ÓÓÓ§§§���:::NNNCCC;;;���///GGG���ÓÓÓ§§§���´́́���III

XXX???111


²²²£££ÚÚÚ^̂̂==="""

ØØØ���������555§§§���III���ÄÄÄXXXÚÚÚ(4)§§§ÙÙÙ¥¥¥ÝÝÝ


A���(5)¥¥¥���nnn«««���

///"""
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�. 3detA 6= 0ex′ = AxÛ:NC�;�©Ù

(I) A =

 λ 0

0 µ

§§§Akkküüü���¢¢¢���"""

ddd������§§§zzz���µµµ 
dx

dt
= λx

dy

dt
= µy

x = c1e
λt, y = c2e

µt

dy

dx
=

µ

λ

y

x
⇒ y = cx

µ

λ , x = 0
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(/(:

(a) λ = µ§§§===Akkküüü������ÓÓÓ���¢¢¢AAA������§§§������¬¬¬´́́���������"""

;;;���µµµy = cx§§§;;;������LLL���:::���������ååå"""

λ < 0µµµt → +∞, (x(t), y(t)) = (c1e
λt, c2e

µt) → (0, 0)§§§ÛÛÛ:::­­­½½½§§§

¡¡¡���­­­½½½���(((///(((:::£££���ããã1¤¤¤¶¶¶

λ > 0µµµÛÛÛ:::ØØØ­­­½½½§§§¡¡¡���ØØØ­­­½½½���(((///(((:::£££���ããã2¤¤¤"""

ããã1 ­­­½½½���(((///(((::: ããã2 ØØØ­­­½½½���(((111(((:::
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(:

(b) λ 6= µ, λµ > 0§§§===Akkküüü���ÓÓÓÒÒÒ���ØØØ���������¢¢¢���"""

;;;���µµµy = cx
µ
λ §§§;;;���������ÔÔÔ���"""

dy

dx
= c

µ

λ
x

µ
λ
−1.

���
µ

λ
> 1���§§§;;;������x¶¶¶������¶¶¶

���
µ

λ
< 1���§§§;;;������y¶¶¶������"""

λ < 0, µ < 0µµµÛÛÛ:::­­­½½½§§§¡¡¡���­­­½½½���VVV���(((:::£££���ããã3¤¤¤¶¶¶

λ > 0, µ > 0µµµÛÛÛ:::ØØØ­­­½½½§§§¡¡¡���ØØØ­­­½½½���VVV���(((:::£££���ããã4¤¤¤"""
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(:

ããã3 ­­­½½½������~~~(((::: ããã4 ØØØ­­­½½½������~~~(((:::
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Q:

(c) λµ < 0§§§===Akkküüü���ÉÉÉÒÒÒ���ØØØ���������¢¢¢���

;;;���µµµy = cx

µ

λ §§§;;;������VVV­­­���§§§ÛÛÛ:::¡¡¡���QQQ:::"""

λ < 0, µ > 0µµµ���t → +∞���§§§x = c1e
λt → 0§§§���ããã5"""

λ > 0, µ < 0µµµ���t → +∞���§§§y = c2e
µt → 0§§§���ããã6"""

ããã5 QQQ::: ããã6 QQQ:::
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ü�(:

(II) A =

 λ 0

1 λ

.

���§§§zzz���µµµ 
dx

dt
= λx

dy

dt
= x + λy

dy

dx
=

1
λ

+
y

x
⇒ y = cx +

x

λ
`n|x|, x = 0

⇒ dy

dx
= c +

1
λ

`n|x|+ 1
λ

lim
x→0

y = 0, lim
x→0

dy

dx
=

 +∞, λ < 0

−∞, λ > 0
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ü�(:

λ < 0µµµ­­­½½½���üüü���(((:::§§§���ããã7"""

λ > 0µµµØØØ­­­½½½���üüü���(((:::§§§���ããã8"""

ããã7 ­­­½½½���üüü���(((:::(λ < 0) ããã8 ØØØ­­­½½½���üüü���(((:::(λ > 0)
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ü�(:

(III) : A =

 α −β

β α

 , β 6= 0.

---x = r cos θ, y = r sin θ§§§���§§§zzz���µµµ
dr

dt
= αr

dθ

dt
= β

dr

dθ
=

α

β
r ⇒ r = ce

α

β
θ
, c ≥ 0

β > 0 :
dθ

dt
> 0§§§___������������"""

β < 0 :
dθ

dt
< 0§§§^̂̂������������"""
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�:!¥%

α < 0µµµ���t → +∞���§§§r → 0§§§­­­½½½������:::§§§���

ããã9£££α < 0, β > 0¤¤¤"""

α = 0§§§
dr

dt
= 0 → r = c§§§ÓÓÓ%%%���§§§¡¡¡���¥¥¥%%%§§§���

ããã10£££α = 0, β > 0¤¤¤"""

α > 0µµµ���t → +∞���§§§r → +∞§§§ØØØ­­­½½½������:::§§§���

ããã11£££α > 0, β > 0¤¤¤"""

ããã9 ­­­½½½���::: ããã10 ¥¥¥%%% ããã11 ØØØ­­­½½½���:::
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�âA���½Û:a.

(1) ÓÓÓÒÒÒ¢¢¢���µµµVVV���(((:::

(2) ÉÉÉÒÒÒ¢¢¢���µµµQQQ:::

(3) ���ÓÓÓ¢¢¢���µµµüüü���(((:::½½½(((///(((:::

(4) ���ééé���ÝÝÝEEE���µµµ���:::

(5) ���éééXXXJJJ���µµµ¥¥¥%%%
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n. ^Ý
A�,Ú1�ª�½Û:�a.Ú­½5

A =

 a b

c d


A���AAA������§§§µµµ

λ2 − (a + d)λ + ad− bc = λ2 + pλ + q,

ÙÙÙ¥¥¥p = −(a + d) = −tr(A), q = ad− bc = det(A).

üüü������λ1, λ2 ÷÷÷vvv

λ1 + λ2 = −p, λ1λ2 = q.
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n. ^Ý
A�,Ú1�ª�½Û:�a.

½½½nnn1 £££ÛÛÛ:::aaa...���½½½¤¤¤���

p = −tr(A) = −(a + d), q = det(A) = ad− bc.

KKK

(1) ���q < 0���§§§���ÉÉÉ¢¢¢���§§§ÉÉÉÒÒÒ§§§ÛÛÛ:::(0, 0)���QQQ:::"""

(1) ���q > 0���p2 − 4q > 0���§§§ÓÓÓÒÒÒ¢¢¢���§§§ÛÛÛ:::(0, 0)���VVV���(((:::"""

(3) ���q > 0���p2 − 4q = 0���§§§���ÓÓÓ¢¢¢���§§§ÛÛÛ:::(0, 0)���üüü���(((:::½½½(((///

(((:::"""

 λ 0

0 λ

 ,

 λ 0

1 λ

 .

(4) ���q > 0���p2 − 4q < 0, p 6= 0���§§§���ÝÝÝEEE���§§§ÛÛÛ:::(0, 0)������:::"""

(5) ���q > 0���p = 0���§§§(0, 0)���¥¥¥%%%"""
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n. ^Ý
A�,Ú1�ª�½Û:�­½5

ÛÛÛ:::£££(((:::§§§���:::¤¤¤���­­­½½½555µµµ

p > 0§§§ÛÛÛ:::(0, 0)­­­½½½¶¶¶

p < 0§§§ÛÛÛ:::(0, 0)ØØØ­­­½½½"""
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o. ��5XÚ

������555XXXÚÚÚµµµ  x′

y′

 = A

 x

y

 + R(x, y) (7)

éééAAA������555XXXÚÚÚµµµ

x′ = Ax (8)

½½½nnn2

(1) XXXJJJ(0, 0)´́́(8)������:::§§§KKK§§§���´́́(7)������:::§§§¿¿¿���¦¦¦������­­­½½½555

���ÓÓÓ"""

(2) XXXJJJ(0, 0)´́́(8)���QQQ:::½½½VVV���(((:::§§§KKK§§§���´́́(7)���QQQ:::½½½VVV���(((

:::§§§¿¿¿���kkk���ÓÓÓ���­­­½½½555"""
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o. ��5XÚ

(3) XXXJJJ(0, 0)´́́(8)���üüü���(((:::§§§qqqééé???���ε > 0§§§ÑÑÑkkk

lim
r→0

R(x, y)
r1+ε

= 0 (9)

KKK§§§���´́́(7)���üüü���(((:::§§§¿¿¿���kkk���ÓÓÓ���­­­½½½555"""

(4) XXXJJJ(0, 0)´́́(8)���(((///(((:::§§§¿¿¿���÷÷÷vvv(9)§§§KKK§§§���´́́(7)���(((///(((

:::§§§¿¿¿���kkk���ÓÓÓ���­­­½½½555"""
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o. ��5XÚ

5551 XXXJJJ(0, 0)´́́(8)���VVV­­­ÛÛÛ:::§§§===ÝÝÝ


A���AAA���������¢¢¢ÜÜÜÑÑÑØØØ

���uuu"""§§§KKK������R(x, y)999ÙÙÙ���êêêvvv


���§§§(7)ÒÒÒÛÛÛÜÜÜÿÿÿÀÀÀ���ddd

uuu(8)§§§===333(0, 0)������������������SSS§§§���333������ÓÓÓ���CCC���£££===������

999ÙÙÙ___ÑÑÑëëëYYY¤¤¤òòò(7) ���;;;���CCC���(8)���;;;���§§§¿¿¿���������±±±;;;������

������"""ùùù���¡¡¡(8)333(0, 0)NNNCCC´́́ÛÛÛÜÜÜ(((���­­­½½½���"""
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Ê. 4��

444������µµµ���ááá���444;;;"""

­­­½½½£££ØØØ­­­½½½¤¤¤���444������µµµ���Γ´́́������444������§§§XXXJJJ���333Γ���������

������§§§¦¦¦���lllùùù���������ÑÑÑuuu���;;;������t → +∞£££t → −∞¤¤¤���ÑÑÑ���

^̂̂ªªªuuuΓ"""

���­­­½½½£££ØØØ­­­½½½¤¤¤���444������£££üüüýýý¤¤¤µµµXXXJJJ���333Γ������ýýý£££SSSýýý

½½½			ýýý¤¤¤������§§§¦¦¦���lllùùù���������ÑÑÑuuu���;;;���

���t → +∞£££t → −∞¤¤¤���ÑÑÑ���^̂̂ªªªuuuΓ"""
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Ê. 4��

~~~ ���ÄÄÄ���§§§|||µµµ

dx

dt
= y + x(1− x2 − y2)

dy

dt
= −x + y(1− x2 − y2)

---x = r cos θ, y = r sin θ§§§���§§§zzz���µµµ

dr

dt
= r(1− r2)

dθ

dt
= −1

���ííí���r = 1===x2 + y2 = 1´́́­­­½½½���444������"""£££���âââ
dr

dt
ÚÚÚ

dθ

dt
���ÎÎÎ

ÒÒÒ���äää;;;������rrr���§§§xxxããã¤¤¤
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Ê. 4��

���ÄÄÄ²²²¡¡¡XXXÚÚÚµµµ

dx

dt
= X(x, y),

dy

dt
= Y (x, y) (10)

½½½nnn3 ���x = ϕ(t)´́́(10)������^̂̂;;;���§§§§§§���ω444���888Ω+������§§§kkk

...���ØØØ¹¹¹ÛÛÛ:::§§§KKKΩ+´́́���^̂̂444;;;"""

½½½nnn4£££


\\\444-���&&&���ttt������½½½nnn¤¤¤���D´́́dddüüü^̂̂{{{üüü444­­­

���Γ1ÚÚÚΓ2¤¤¤���¤¤¤���������§§§¿¿¿���333D̄ = Γ1 ∪D ∪ Γ2þþþ§§§XXXÚÚÚ(10)ÃÃÃ

ÛÛÛ:::"""XXXJJJlllΓ1ÚÚÚΓ2ÑÑÑuuu���;;;���ÑÑÑØØØlllmmm£££½½½ÑÑÑØØØ???\\\¤¤¤D̄§§§




Γ1ÚÚÚΓ2þþþØØØ´́́(10)���444;;;§§§KKKDSSS���������333���^̂̂444;;;£££���

ããã¤¤¤"""
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Ê. 4��

���EEESSS¸̧̧...���Γ1ÚÚÚΓ2§§§'''���EEE,,,"""

ÔÔÔnnn¿¿¿ÂÂÂµµµ���XXXÚÚÚ(10)£££ããã


²²²¡¡¡666NNN$$$ÄÄÄ§§§XXXJJJ666NNN´́́lll>>>...

666\\\D §§§D¥¥¥qqqvvvkkk


½½½®®®§§§KKK333DSSSÒÒÒkkk���666���333"""




µµµØØØ­­­½½½���(((:::½½½���:::¶¶¶®®®µµµ­­­½½½���(((:::½½½���:::"""

XXXJJJX(x, y)ÚÚÚY (x, y)333Dþþþ)))ÛÛÛ§§§===���)))ÛÛÛ���þþþ|||§§§KKKDSSS���444

;;;´́́444������"""
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Ê. 4��

½½½nnn5 £££���&&&���tttOOOKKK¤¤¤���X(x, y), Y (x, y)333üüüëëëÏÏÏ«««���Dþþþëëë

YYY������§§§eeeuuuD���???ÛÛÛfff«««���¥¥¥ÑÑÑÝÝÝ

div(X, Y ) =
∂X

∂x
+

∂Y

∂y

ØØØððð���"""§§§¿¿¿���ØØØCCCÒÒÒ§§§KKK(10)333D¥¥¥ÃÃÃ444;;;"""

½½½nnn6 £££kkk���555½½½nnn¤¤¤???ÛÛÛõõõ���ªªªXXXÚÚÚ(10)���444������������êêê

333R2¥¥¥ÑÑÑ´́́kkk������"""
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������µµµ

P 162: 1(1); 1(2); 1(3)
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