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��5XÚ�A:

(I) kkk������<<<ººº���mmm(Finite escape time)"""

���555���ØØØCCCXXXÚÚÚµµµẋ = Ax"""ØØØ­­­½½½������555XXXÚÚÚ������mmmtªªªuuuÃÃÃ¡¡¡

���,,,


)))ªªªuuuÃÃÃ¡¡¡"""

������555XXXÚÚÚ���)))���333kkk������mmmSSSªªªuuuÃÃÃ¡¡¡§§§XXXẋ = x2.

(II) õõõ������ááá���²²²ïïï:::"""

~~~µµµüüü{{{XXXÚÚÚml�̈ = −mg sin � − kl�̇.

ẋ1 = x2

ẋ2 = −g
l sinx1 −

k
mx2

²²²ïïï:::§§§²²²ïïï:::���­­­½½½555"""
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��5XÚ�A:

(III) 444������

���555���ØØØCCCXXXÚÚÚ§§§���ÄÄÄµµµXXXJJJ���§§§333666ÄÄÄeeeØØØ���UUU���±±±§§§���ÌÌÌ���

666uuuÐÐÐ©©©���"""XXXµµµẋ = y, ẏ = −x"""£££¥¥¥%%%¤¤¤

­­­½½½������ÄÄÄ777LLLddd������555XXXÚÚÚ���)))"""

dx

dt
= y + x(1− x2 − y2)

dy

dt
= −x+ y(1− x2 − y2)

---x = r cos �, y = sin �§§§���§§§zzz���µµµ
dr

dt
= r(1− r2), d�

dt
= −1. ���

ííí���r = 1===x2 + y2 = 1´́́­­­½½½���444������"""
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©�

���ÄÄÄXXXÚÚÚµµµ
dx

dt
= f(x, �)

ÙÙÙ¥¥¥x���GGG���CCCþþþ���þþþ§§§����������ëëëêêê"""

©©©���¯̄̄KKKµµµ���XXX������ëëëêêê����UUUCCC§§§f���äää���'''ÝÝÝ


������NNNAAA���

����i(�) òòò333EEE²²²¡¡¡(Re�, Im�)þþþ$$$ÄÄÄ§§§���������ëëëêêê������,,,

����0���§§§XXXÚÚÚ���­­­½½½555òòòuuu)))CCCzzz§§§ùùùÒÒÒ´́́©©©���¯̄̄KKK"""
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�.©�

���ëëëêêê�CCCzzz���§§§ÏÏÏLLLRe� = 0������¹¹¹���©©©���nnn«««aaa...µµµ

(I) ���...©©©���µµµ

AAA������÷÷÷¢¢¢¶¶¶BBBLLLJJJ¶¶¶"""ÙÙÙ¥¥¥����¢¢¢êêê§§§���dddKKKCCC���"""

~~~1 ẋ = �x− x3§§§äää���'''ÝÝÝ


µµµ�− 3x2"""

���� < 0���§§§���������²²²ïïï:::x = 0­­­½½½¶¶¶

���� > 0���§§§nnn���²²²ïïï:::x = 0£££ØØØ­­­½½½¤¤¤§§§x =
√
�£££­­­

½½½¤¤¤§§§x = −√�£££­­­½½½¤¤¤"""

©©©���:::µµµ� = 0"""����dddKKKCCC������§§§AAA�������÷÷÷¢¢¢¶¶¶BBBLLLJJJ¶¶¶§§§���

²²²ïïï:::x = 0ddd­­­½½½CCC���ØØØ­­­½½½§§§lll


©©©���ÑÑÑ###���­­­½½½���²²²ïïï

:::x = ±√�"""ùùùÒÒÒ´́́���...©©©���"""
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¿Å©�

(II) ¿¿¿ÅÅÅ(Hopf)©©©���µµµAAA������÷÷÷EEE²²²¡¡¡(Re�, Im�)���þþþ���½½½eee���BBBLLL

JJJ¶¶¶"""ÙÙÙ¥¥¥����EEEêêê§§§���ÙÙÙ¢¢¢ÜÜÜdddKKKCCC���"""

©©©���:::µµµ� = �0÷÷÷vvvµµµ���� = �0���§§§äää���'''ÝÝÝ


333²²²ïïï:::äääkkk���

XXXJJJ���"""

~~~2 ⎧⎨⎩ ẋ = −y + x(�− x2 − y2)

ẏ = x+ y(�− x2 − y2)
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¿Å©�

(0, 0)������²²²ïïï:::§§§ÙÙÙäää���'''ÝÝÝ


���µµµ

J =

⎡⎣ � −1

1 �

⎤⎦
ÙÙÙAAA���������� = �± i"""���ëëëêêê�dddKKKCCC������§§§�©©©OOO÷÷÷¢¢¢¶¶¶���þþþ���

ÚÚÚeee���BBBLLLJJJ¶¶¶§§§:::(0, 0)ddd­­­½½½������:::CCC¤¤¤ØØØ­­­½½½������:::"""
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¿Å©�

444���III���§§§���µµµ ⎧⎨⎩ ṙ = r(�− r2)

�̇ = 1

444���IIIXXX¥¥¥���� > 0������kkk,,,���²²²ïïï:::r =
√
�§§§éééAAA������IIIXXX¥¥¥

���444������x2 + y2 = �"""

ooo(((µµµ���� < 0���§§§���������²²²ïïï:::���­­­½½½������:::§§§���� > 0���§§§

:::(0, 0)CCC¤¤¤ØØØ­­­½½½������:::§§§lll


©©©���ÑÑÑ444������x2 + y2 = �§§§ùùù«««

ddd���­­­���


ÑÑÑyyy���444���������©©©���§§§ÒÒÒ´́́¿¿¿ÅÅÅ©©©���"""
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Q(:©�

(III) QQQ(((:::©©©���µµµAAA������÷÷÷¢¢¢¶¶¶üüü>>>ªªªuuuJJJ¶¶¶"""ÙÙÙ¥¥¥����¢¢¢êêê§§§����ddd

���KKKüüü>>>ªªªuuu""""""

~~~3

ẋ = �+ x2

ẏ = y

²²²ïïï:::P (
√
−�, 0)ÚÚÚQ(−

√
−�, 0)§§§P:::éééAAA���äää���'''ÝÝÝ


���AAA���

�������1 = 2
√
−�, �2 = 1¶¶¶Q:::éééAAA���äää���'''ÝÝÝ


���AAA������

����1 = −2
√
−�, �2 = 1¶¶¶

���� < 0���§§§P:::���(((:::¶¶¶Q:::���QQQ:::¶¶¶���� = 0���§§§P:::ÚÚÚQ:::ÜÜÜ

���������§§§===(((:::ÚÚÚQQQ:::ÜÜÜ������:::(0, 0)¶¶¶���� > 0���§§§ÃÃÃ²²²ïïï:::"""
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áÚf

���ÄÄÄXXXÚÚÚµµµ
dx

dt
= F (x), x ∈ RN .

ÅÅÅðððXXXÚÚÚ���������mmmNNNÈÈÈ333$$$ÄÄÄLLL§§§¥¥¥´́́ØØØCCC���§§§ÑÑÑÑÑÑXXXÚÚÚÙÙÙ������

mmmNNNÈÈÈ333$$$ÄÄÄLLL§§§¥¥¥´́́ØØØäääÂÂÂ   ���§§§������mmm���NNNÈÈÈ

���dV = dx1dx2 ⋅ ⋅ ⋅ , dxN���CCCzzzÇÇÇAAA÷÷÷vvv

1

dV

d

dt
(dV ) =

N∑
i=1

∂

∂xi

dxi
dt

=

N∑
i=1

∂Fi(x)

∂xi
< 0

þþþªªª���������ÑÑÑÑÑÑXXXÚÚÚ���½½½ÂÂÂ"""

ddduuuÑÑÑÑÑÑXXXÚÚÚÙÙÙ������mmmNNNÈÈÈ333$$$ÄÄÄLLL§§§¥¥¥´́́ØØØäääÂÂÂ   ���§§§$$$ÄÄÄ;;;

������������áááÚÚÚ���������kkk������������mmm¥¥¥���§§§ùùùÒÒÒ´́́áááÚÚÚfff"""
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áÚf

������mmm¥¥¥���������fff888A¡¡¡���áááÚÚÚfff£££XXX­­­½½½���²²²ïïï:::§§§­­­½½½���444

������¤¤¤§§§XXXJJJ§§§äääkkkXXXeee555���µµµ

(i) Aéééuuu���§§§���666´́́ØØØCCC���;

(ii) ���333������A���������§§§§§§333���§§§¤¤¤(((½½½���666ÄÄÄeeeÂÂÂ   ���A¶¶¶

(iii) 333Aþþþ���666´́́ÌÌÌ������§§§===éééx £££x ∈ A¤¤¤:::���???ÛÛÛ������§§§333vvv


���

������mmmSSS§§§ÏÏÏLLLA¥¥¥x:::���;;;���ooo¬¬¬222ggg²²²LLLùùù���������¶¶¶

(iv) AØØØUUU©©©)))¤¤¤üüü���ØØØ­­­UUU���ÜÜÜ©©©"""
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áÚf

ddduuuÑÑÑÑÑÑXXXÚÚÚ������mmmNNNÈÈÈ���ªªª���ÂÂÂ   ���"""§§§¤¤¤±±±áááÚÚÚfff���N���NNN

ÈÈÈ���"""§§§===áááÚÚÚfff������êêê���$$$uuu������mmm������êêê"""

­­­½½½���²²²ïïï:::´́́���{{{üüü���áááÚÚÚfff§§§ÙÙÙ���êêê���"""¶¶¶���­­­½½½���²²²ïïï:::

ÏÏÏLLLHopf©©©���¤¤¤���444���������§§§§§§BBB´́́������áááÚÚÚfff¶¶¶

äääkkk������êêê���êêê���áááÚÚÚfff¤¤¤���ÛÛÛ%%%áááÚÚÚfff£££···bbbáááÚÚÚfff¤¤¤"""

333ÑÑÑÑÑÑXXXÚÚÚXXXÚÚÚ¥¥¥~~~kkkooo«««áááÚÚÚfffµµµ½½½~~~áááÚÚÚfff§§§±±±ÏÏÏáááÚÚÚfff§§§

[[[±±±ÏÏÏáááÚÚÚfffÚÚÚ···bbbáááÚÚÚfff"""
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·bXÚ

(IV) ···bbbXXXÚÚÚ

···bbbyyy���´́́ØØØNNN\\\???ÛÛÛ���ÅÅÅÏÏÏ������(((½½½555������555XXXÚÚÚ£££½½½���½½½555

KKK¤¤¤���)))������«««   uuukkk���«««������;;;���[[[ØØØ­­­EEE���$$$ÄÄÄ§§§···bbb$$$ÄÄÄ

´́́ØØØ555KKK���§§§aaaqqq���ÅÅÅ������«««111���§§§���äääkkk���±±±ÏÏÏ���kkkSSS555"""

1963cccLorenz§§§���ííí���ÆÆÆ§§§ïïïÄÄÄUUUíííýýý������(((JJJÚÚÚ���íííëëë666yyy���

���§§§nnn���CCCþþþggg£££���ÛÛÛÔÔÔ[[[���§§§§§§ÙÙÙ)))´́́���±±±ÏÏÏ���ééé···ÏÏÏ§§§´́́111

������333ÑÑÑÑÑÑXXXÚÚÚ¥¥¥������(((½½½������§§§���ÑÑÑ···bbb)))���~~~fff"""���ÑÑÑíííÿÿÿ

ØØØUUU°°°(((­­­üüü���UUUíííÃÃÃ{{{���ÏÏÏýýý������mmm���333XXX���«««éééXXX§§§£££ããã




ÐÐÐ������¯̄̄aaa555"""

ÙÙÙ§§§+++���¥¥¥kkkéééõõõaaaqqq���yyy���"""
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Lorenz XÚ

~~~1 Lorenz XXXÚÚÚ ⎧⎨⎩
ẋ = �(y − x)

ẏ = −xz + rx− y

ż = xy − bz

ÙÙÙ¥¥¥xLLL«««ééé666rrrÝÝÝ§§§yLLL«««���þþþ666ÚÚÚ���eee666333üüü   ������mmm���§§§ÝÝÝ

���§§§zLLL«««RRR���������§§§ÝÝÝ©©©ÙÙÙ���������555rrrÝÝÝ§§§−xzÚÚÚxy���������555

���§§§r´́́aaa|||êêê§§§§§§LLL«««ÚÚÚåååééé666ÚÚÚëëë666���°°°ÄÄÄÏÏÏ���ÚÚÚ³³³���ééé666

ÏÏÏ������'''§§§´́́XXXÚÚÚ���ÌÌÌ���������ëëëêêê"""� =
�

�
´́́ÊÊÊKKKAAAêêê£££�ÚÚÚ�©©©

OOO���©©©fffÊÊÊ555XXXêêêÚÚÚ999DDD���XXXêêê¤¤¤§§§b���LLL���ééé666pppîîî'''kkk'''���

			///'''"""
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Lorenz XÚ

LorenzXXXÚÚÚ���ÑÑÑÑÑÑXXXÚÚÚµµµ������mmmNNNÈÈÈ������mmmCCCzzzÇÇÇ���

1

V

dV

dt
= divV =

∂ẋ

∂x
+
∂ẏ

∂y
+
∂ż

∂z
= −(� + b+ 1) < 0, (� > 0, b > 1)

²²²ïïï:::µµµ

£££1¤¤¤���0 < r < 1���§§§===kkk������²²²ïïï:::

O : (x, y, z) = (0, 0, 0)

£££2¤¤¤���r > 1���§§§kkknnn���²²²ïïï:::⎧⎨⎩
O : (x, y, z) = (0, 0, 0)

c1 : (x, y, z) = (
√
b(r − 1),

√
b(r − 1), r − 1)

c2 : (x, y, z) = (−
√
b(r − 1),−

√
b(r − 1), r − 1)
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Lorenz XÚ

���gggCCCqqqXXXÚÚÚ���­­­½½½555©©©ÛÛÛ²²²ïïï:::���­­­½½½555"""

(1) ���0 < r < 1���§§§²²²ïïï:::O:::���­­­½½½���"""

(2) ���1 < r < r0 = 24.74���§§§O���ØØØ­­­½½½���²²²ïïï:::§§§c1ÚÚÚc2���­­­½½½���

:::"""

(3) ���r = r0���uuu)))¿¿¿ÅÅÅ©©©���§§§ÑÑÑyyy


ØØØ­­­½½½���444������"""

(4) ���r > r0 = 24.74���§§§333,,,


r������SSS§§§ÙÙÙ)))���±±±ÏÏÏ)))§§§333,,,���




r������SSS§§§ÙÙÙ)))���ÛÛÛ%%%áááÚÚÚfff§§§���)))···bbb$$$ÄÄÄ"""
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Lorenz XÚ
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ããã1 ããã2

ããã1µµµ���������­­­½½½²²²ïïï:::(0, 0).

ããã2µµµØØØ­­­½½½²²²ïïï:::(0, 0)§§§­­­½½½²²²ïïï:::(±5.416,±5.416, 11)
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Lorenz XÚ
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ããã3 ···bbbáááÚÚÚfff""" ããã4 GGG���x(t), y(t), z(t)
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·bXÚ�A5

SSS333���ÅÅÅ555"""···bbb«««���111���LLLyyyÑÑÑ���ÅÅÅØØØ(((½½½555§§§ùùù«««ØØØ(((½½½555

ØØØ´́́555


uuu			ÜÜÜ���¸̧̧������ÅÅÅÏÏÏ���éééXXXÚÚÚ���KKK���§§§


´́́XXXÚÚÚggguuu���

)))���"""

ÐÐÐ���¯̄̄aaa555"""éééuuuvvvkkkSSS333���ÅÅÅ555���XXXÚÚÚ§§§ÐÐÐ������CCC§§§;;;������

CCC"""���ééé···bbbXXXÚÚÚ§§§lllüüü������~~~���CCC���ÐÐÐ���ÑÑÑuuu���üüü^̂̂;;;���333²²²

LLL������mmmüüüzzz���§§§���UUUCCC���vvv


���§§§===¤¤¤¢¢¢“������ÎÎÎfff§§§¸̧̧���ZZZ

ppp///"""
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·bXÚ�A5

HHH{{{555!!!kkk...555"""···bbb$$$ÄÄÄ333ÙÙÙ···bbbáááÚÚÚ���SSS´́́������{{{²²²���"""XXX

ÚÚÚ���±±±������···bbbáááÚÚÚfffSSSÜÜÜ���???ÛÛÛØØØ­­­½½½���±±±ÏÏÏ;;;���999������SSS���

zzz���:::§§§===333kkk������mmmSSS···bbb;;;���²²²LLL···bbb«««���SSS���zzz������GGG

���§§§���···bbb´́́kkk...���§§§LLLyyy������NNN­­­½½½"""

©©©���555"""···bbb$$$ÄÄÄ333������mmm¥¥¥���$$$ÄÄÄ;;;���333,,,���kkk���«««���SSS²²²LLL

ÃÃÃ���gggòòòUUU§§§©©©êêê������LLL«««ùùù«««ÃÃÃ���ggg���òòòUUU§§§äääkkkõõõ���§§§õõõ���

ggg(((���"""

ÚÚÚOOO555"""QQQkkk������Lyapunov���êêêÚÚÚëëëYYY���õõõÇÇÇÌÌÌAAA555"""
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·bXÚ�A5

···bbb333¢¢¢SSSóóó§§§¥¥¥LLLyyy���XXXÚÚÚ������­­­§§§XXX···bbb$$$ÄÄÄ¬¬¬¦¦¦ÅÅÅ>>>XXXÚÚÚ

½½½>>>´́́XXXÚÚÚ���)))ØØØ555KKK���������§§§EEE¤¤¤SSS���¯̄̄KKK§§§ddd���III���³³³���ÚÚÚ

£££;;;"""

···bbbkkk^̂̂µµµ������ÏÏÏÕÕÕ§§§···ÜÜÜÔÔÔ���¿¿¿©©©KKKÜÜÜ���"""
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Chua¼£´XÚ

Chua¼¼¼£££´́́XXXÚÚÚµµµ⎧⎨⎩
v̇1 =

1

C1

[
v2 − v1
R

− g(v1)
]
,

v̇2 =
1

C2

[
v1 − v2
R

+ i3

]
,

i̇3 =
1

L
[−v2 −R0i3],

(1)

v1§§§v2µµµ>>>NNNìììC1, C2üüüààà���>>>ØØØ§§§i3µµµÏÏÏLLL>>>aaaL���>>>

666§§§R,R0µµµ>>>{{{§§§g(v1)µµµÏÏÏLLL������555{{{|||���>>>666"""ÙÙÙ½½½ÂÂÂXXX

eeeµµµ

g(v1) = Gbv1 +
1

2
(Ga −Gb)(∣v1 +Bp∣ − ∣v1 −Bp∣) (2)
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·báÚf
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·báÚf
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