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���êêê���§§§§§§nnn������§§§���������þþþµµµêêê

x2 + 2x− 3 = 0

���©©©���§§§µµµ������þþþ���������¼¼¼êêê"""
½½½ÂÂÂ1.1 rrr¹¹¹kkkgggCCCþþþ!!!������¼¼¼êêê±±±999������¼¼¼êêê���,,,


���êêê���
'''XXXªªª¡¡¡������©©©���§§§"""

dy

dx
+ 2xy = ex

d2y

dx2
+ 2

dy

dx
+ 3y = 2 cos 3x

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
£££999DDD������§§§¤¤¤§§§

∂2u

∂t
=
∂2u

∂x2
£££ÅÅÅÄÄÄ���§§§¤¤¤
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���©©©���§§§���©©©aaaµµµ
aaa...£££~~~���!!!   ���¤¤¤
���êêê£££������¼¼¼êêêééégggCCCþþþ���ûûû������ppp���êêê¤¤¤

d2y

dx2
+ 3(

dy

dx
)3 + y = cosx

���555���������555

���555µµµ
d2y

dx2
+ x

dy

dx
− x2y = sinx.

£££������¼¼¼êêê±±±999¤¤¤kkkÑÑÑyyy������ûûûÑÑÑ´́́���ggg���¤¤¤
dny

dxn
= an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ an−2(x)

dn−2y

dxn−2
+ · · ·+ a0(x)y + f(x)

������555���§§§XXXµµµ(1 + y)y′ + 2y = ex,
d3y

dx3
+ y2 = 0,

d2y

dx2
+ sin y = 0.
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~~~1 ������555ÔÔÔ���YYY������CCC555ÆÆÆµµµ���CCC���ÝÝÝ������{{{þþþ¤¤¤���'''"""®®®

���t = t0������YYY���°°°þþþ���R0§§§���(((½½½YYY333������t���°°°þþþR(t)"""

dR

dt
= −kR, k > 0, R(t0) = R0.

dt

dR
= − 1

kR
, t = −1

k
`nR+ C

R(t) = e−kt+kC = C1e
−kt, R(t) = R0e

−k(t−t0)

���PPPÏÏÏµµµ���CCC������¤¤¤III���mmm. YYY������PPPÏÏÏµµµ4.5× 109ccc"""
1
2

=
R

R0
= e−4.5×109k, ���¦¦¦ÑÑÑk"""
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~~~2 ïïïÄÄÄ>>>666������£££XXXããã1.1¤¤¤
Cµµµ>>>NNNììì§§§Lµµµ>>>aaa§§§R>>>{{{§§§i(t)µµµ>>>666rrrÝÝÝ,
Q(t)µµµt������>>>NNNìììþþþ���>>>þþþ§§§v(t)µµµ>>>NNNìììüüü444mmm���>>>   ���.

ããã1.1
iR = −v − Ldi

dt
,

i(t) =
dQ

dt
, Q(t) = Cv(t).

L
d2v

dt2
+R

dv

dt
+

1
C
v = 0.
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~~~3 ���þþþ���m������:::333åååF������^̂̂eee333x¶¶¶þþþ$$$ÄÄÄ""" m
d2x

dt2
= F (t, x,

dx

dt
),

x(t0) = x0, x′(t0) = x1.
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~~~4 êêêÆÆÆ{{{

���þþþ���m������:::M§§§333­­­ååå���^̂̂eee§§§§§§333RRR���uuu///¡¡¡���²²²¡¡¡þþþ÷÷÷
���±±±$$$ÄÄÄ§§§(((½½½{{{���$$$ÄÄÄ���§§§"""

m
dv

dt
= −mg sinϕ, v = `

dϕ

dt

d2ϕ

dt2
= −g

`
sinϕ

���ϕééé������µµµ
d2ϕ

dt2
+
g

`
ϕ = 0.

{{{333������ÊÊÊ555���000���¥¥¥{{{ÄÄÄµµµ

d2ϕ

dt2
+
µ

m

dϕ

dt
+
g

`
ϕ = 0.

ÐÐÐ©©©GGG���µµµ���t = 0���§§§ϕ = ϕ0,
dϕ

dt
= w0.
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~~~5 åååÆÆÆ!!!ÔÔÔnnn¥¥¥222���AAA^̂̂���MMM���îîî(Hamilton)XXXÚÚÚµµµ
dpi

dt
= −∂H

∂qi
dqi
dt

=
∂H

∂pi

H = H(p1, · · · , pn; q1, · · · , qn, t)´́́®®®���¼¼¼êêê§§§i = 1, · · · , n"""
���þþþ///ªªªµµµ

dp

dt
= −∂H

∂q
,

dq

dt
=
∂H

∂p

p = (p1, · · · , pn)T , q = (q1, · · · , qn)T ,H = H(p, q, t)

pµµµ222ÂÂÂÄÄÄþþþ§§§qµµµ222ÂÂÂ���III"""
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���HØØØ¹¹¹t���§§§===H = H(p(t), q(t))§§§���ÅÅÅXXXÚÚÚ§§§UUUþþþÅÅÅððð"""
dH

dt
=
∂H

∂p

dp

dt
+
∂H

∂q

dq

dt
= 0,

H = H(p(t), q(t)) = C(constant).

���H���¹¹¹kkkp���§§§===H = H(p(t))§§§���ÈÈÈXXXÚÚÚ"""
dp

dt
= −∂H

∂q
= 0 ⇒ p = p0,

dq

dt
=
∂H(p(t))

∂p
= ω0

p(t) = p0, q(t) = ω0t+ q0.

ÙÙÙ¥¥¥p0, q0, ω0���~~~���þþþ"""
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n������§§§���������///ªªªµµµ

F (x, y, y′, · · · , y(n)) = 0. (1.1)

½½½ÂÂÂ1.2 ¡¡¡¼¼¼êêêy = ϕ(x)´́́(1.1)333«««mmmIþþþ���)))§§§XXXJJJ§§§333«««

mmmIþþþkkk½½½ÂÂÂ§§§äääkkk(1.1)¥¥¥���¦¦¦������������êêê§§§¿¿¿���ððð¤¤¤ááá

F (x, ϕ(x), · · · , ϕ(n)(x)) = 0, x ∈ I.

~~~ ���§§§µµµy′′ = x§§§y =
1
6
x3´́́ÙÙÙ))), y =

1
6
x3 + c1x+ c2���´́́)))§§§

ÙÙÙ¥¥¥c1, c2���???¿¿¿~~~êêê§§§cccööö¡¡¡���AAA)))§§§���ööö¡¡¡���ÏÏÏ)))"""

~~~ ���§§§µµµt
dx

dt
+ x = 0§§§x =

1
t

´́́ddd���§§§333(−∞, 0), (0,∞)þþþ���
)))"""
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½½½ÂÂÂ1.3 rrrn������§§§(1.1)���¹¹¹kkk***dddÕÕÕááá���n���???¿¿¿~~~
êêêc1, · · · , cn���)))xxxy = ϕ(x, c1, · · · , cn)¡¡¡���(1.1)���ÏÏÏ)))"""???ÛÛÛüüü

������)))¡¡¡���AAA)))"""
ÏÏÏ)))ØØØ���ddduuu���§§§¤¤¤kkk)))���888ÜÜÜ"""
£££1¤¤¤���äää������LLL���ªªª���¹¹¹


���§§§���¤¤¤kkk)))´́́(((JJJ���"""
£££2¤¤¤���¹¹¹¤¤¤kkk)))���LLL���ªªª´́́ÄÄÄ���333ººº

~~~µµµ
dy

dx
= 2x(1− y2)

1
2

y = sin(x2 + C)´́́ÏÏÏ))), ÙÙÙ¥¥¥C���???¿¿¿~~~êêê¶¶¶y = ±1´́́AAA)))§§§ØØØ���

¹¹¹333ÏÏÏ)))ppp"""
///XXXy = ϕ(x, c1, · · · , cn)���)))¡¡¡���ÏÏÏ)))§§§XXXJJJ333���½½½������SSSééé???���

���½½½���ÐÐÐ©©©^̂̂���§§§ÑÑÑUUU(((½½½���|||~~~êêêc1, · · · , cn§§§¦¦¦éééAAA���)))÷÷÷vvv
ddd^̂̂���"""
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½½½ÂÂÂ1.4 XXXJJJ¼¼¼êêê���§§§

ψ(x, y) = 0 (1.2)

(((½½½���ÛÛÛ¼¼¼êêêy = y(x)´́́(1.1)���))), KKK(1.2)ÒÒÒ¡¡¡���(1.1)���ÛÛÛªªª
)))"""

dy

dx
= −x

y
, x2 + y2 = C(C > 0).

½½½ÂÂÂ1.5 XXXJJJddd¹¹¹kkkn���???¿¿¿~~~êêêc1, · · · , cn���¼¼¼êêê���§§§

Φ(x, y, c1, · · · , cn) = 0 (1.3)

(((½½½���¼¼¼êêêxxxy = ϕ(x, c1, · · · , cn)´́́(1.1)���ÏÏÏ))), KKK(1.3)ÒÒÒ¡¡¡
���(1.1)���ÛÛÛªªªÏÏÏ)))"""
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½½½)))^̂̂���µµµ������½½½���|||AAA½½½���^̂̂���"""
½½½)))¯̄̄KKKµµµ¦¦¦÷÷÷vvv,,,«««½½½)))^̂̂������)))���¯̄̄KKK"""
ÐÐÐ©©©^̂̂���µµµééé���§§§(1.1)§§§ÐÐÐ©©©^̂̂���´́́

y(x0) = α0, y
′(x0) = α1, · · · , y(n−1)(x0) = αn−1,

ÙÙÙ¥¥¥x0 ∈ I´́́gggCCCþþþ���,,,������½½½���§§§αi, i = 0, 1, · · · , n− 1´́́������

¼¼¼êêê���i������ûûû������½½½���"""
ÐÐÐ���¯̄̄KKKµµµ¦¦¦���©©©���§§§÷÷÷vvvÐÐÐ©©©^̂̂���)))���¯̄̄KKK£££Cauchy¯̄̄KKK¤¤¤"""
£££XXXÚÚÚîîî111���½½½ÆÆÆ§§§ÐÐÐ©©©������!!!ÐÐÐ©©©   £££!!!ÐÐÐ©©©���ÝÝÝ¤¤¤
���������§§§���ÐÐÐ���¯̄̄KKKµµµF (x, y, y′) = 0, y(x0) = y0¶¶¶AAAÛÛÛ¿¿¿ÂÂÂ¶¶¶)))
­­­���¶¶¶ÈÈÈ©©©­­­���"""
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>>>...^̂̂���§§§>>>���¯̄̄KKK

���������§§§F (x, y, y′, y′′) = 0µµµ

(I) )))|||���XXX(Dirichlet, 1805-1895)¯̄̄KKKµµµ

y(a) = 0, y(b) = 0.

XXX]]]ëëë���¯̄̄KKK"""
(II) ±±±ÏÏÏ>>>���¯̄̄KKKµµµ

y(a) = y(b), y′(a) = y′(b).
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���������§§§|||���������///ªªªµµµ

dy1

dx
= f1(x, y1, · · · , yn),

dy2

dx
= f2(x, y1, · · · , yn),

· · ·
dyn

dx
= fn(x, y1, · · · , yn).

(1.4)

¼¼¼êêêy1 = ϕ1(x), · · · , yn = ϕn(x)¡¡¡������§§§|||(1.4)333«««mmmIþþþ���)))§§§
XXXJJJ§§§���333Iþþþ������§§§¿¿¿���rrr§§§������\\\(1.4)���¤¤¤���ððð���ªªª"""
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rrr���§§§|||(1.4)���¹¹¹kkkn���***dddÕÕÕááá���???¿¿¿~~~êêê���)))xxx:
y1 = ϕ1(x, c1 · · · , cn)

...
yn = ϕn(x, c1 · · · , cn)

¡¡¡������§§§|||(1.4)���ÏÏÏ)))"""

ÐÐÐ©©©^̂̂���µµµ

y1(x0) = α1, · · · , yn(x0) = αn§§

ÙÙÙ¥¥¥x0 ∈ IÚÚÚα1, · · · , αn©©©OOO´́́gggCCCþþþÚÚÚ������¼¼¼êêê���,,,������½½½���"""
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n������§§§������555///ªªªµµµ

y(n) = f(x, y, y′, · · · , y(n−1)). (1.5)

���zzz������§§§|||§§§���

y1 = y, y2 =
dy

dx
, · · · , yn =

dn−1y

dxn−1
.

dy1

dx
= y2,

dy2

dx
= y3

· · ·
dyn−1

dx
= yn

dyn

dx
= f(x, y1, · · · , yn).

(1.6)
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y = ϕ(x)´́́(1.5)���)))⇒
y1 = ϕ(x), y2 = ϕ′(x), · · · , yn = ϕ(n−1)(x)´́́(1.6)���)))"""

y = ϕ(x)´́́(1.5)÷÷÷vvvÐÐÐ©©©^̂̂���

y(x0) = α0, y
′(x0) = α1, · · · , y(n−1)(x0) = αn−1

���)))⇒
y1 = ϕ(x), y2 = ϕ′(x), · · · , yn = ϕ(n−1)(x)´́́(1.6)÷÷÷vvvÐÐÐ©©©^̂̂���

y1(x0) = α0, y2(x0) = α1, · · · , yn(x0) = αn−1

���)))"""

������§§§XXXÛÛÛ£££ãããººº
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������|||���VVVggg

���ÄÄÄ���§§§µµµ
dy

dx
= f(x, y)§§§bbb���f(x, y)333«««���GSSSkkk½½½ÂÂÂ"""

(i) LLLGSSSzzz���:::§§§���§§§)))­­­���������������ÇÇÇ���uuuf(x, y)333ùùù:::���¼¼¼
êêê���"""
(ii) éééGSSSzzz���:::§§§xxx������kkk������ããã§§§���ÇÇÇ���uuuf(x, y)333ùùù:::���¼¼¼
êêê���§§§���������xOOO\\\���������§§§///¤¤¤������|||"""
(iii) )))­­­���©©©ªªª^̂̂XXX������|||���������111???"""
(iv) LLL(xo, y0)���ÈÈÈ©©©­­­���"""

~~~µµµ
dy

dx
= x2 + y2.

������µµµP9: 2£££1¤¤¤§§§2£££4¤¤¤§§§3£££2¤¤¤§§§4
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