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§5 �5�§>�¯KÚ±Ï)

dx

dt
= A(t)x+ f(t).

±±±ÏÏÏ>>>���^̂̂���µµµx(a) = x(b).

üüü:::>>>���^̂̂���µµµLx(a) +Nx(b) = 0§§§

ÙÙÙ¥¥¥a, b ∈ I, L,N���n× n~~~ÝÝÝ


"""

>>>���¯̄̄KKKØØØ���½½½kkk)))§§§===¦¦¦kkk���ØØØ���½½½������"""

>>>���¯̄̄KKKkkk)))���^̂̂���ººº
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>�¯KÚ±Ï)

©©©ÛÛÛ���§§§|||£££NH¤¤¤���>>>���¯̄̄KKKkkk)))���^̂̂���µµµ

(1) ±±±ÏÏÏ>>>���^̂̂���µµµx(a) = x(b)"""

ggg´́́µµµ

£££i¤¤¤���Φ(t)´́́£££LH¤¤¤���ÄÄÄ���)))ÝÝÝ


§§§KKK£££NH¤¤¤���)))���LLL«««���µµµ

x(t) = Φ(t)
(
C +

∫ t

a
Φ−1(s)f(s)ds

)
.

£££ii¤¤¤eeekkk)))÷÷÷vvv±±±ÏÏÏ>>>���^̂̂���x(a) = x(b)§§§���\\\���§§§KKKkkk

(Φ(a)− Φ(b))C = Φ(b)
∫ b

a
Φ−1(s)f(s)ds.

£££iii¤¤¤±±±ÏÏÏ>>>���¯̄̄KKKkkk������)))���^̂̂���µµµΦ(a)− Φ(b)���___"""
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>�¯KÚ±Ï)

£££iv¤¤¤eeeàààggg���§§§|||���)))÷÷÷vvv±±±ÏÏÏ>>>���^̂̂���x(a) = x(b)§§§KKK

(Φ(a)− Φ(b))C = 0.

⇒àààggg���§§§|||���kkk²²²���)))x = 0÷÷÷vvv±±±ÏÏÏ>>>���^̂̂���x(a) = x(b)������===

���Φ(a)− Φ(b)���___"""

£££���333Φ(t)���´́́ééé¤¤¤kkk���ÄÄÄ���)))ÝÝÝ


ººº¤¤¤
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>�¯KÚ±Ï)

½½½nnn5.1 eee���§§§|||£££LH¤¤¤���±±±ÏÏÏ>>>���¯̄̄KKK===kkk²²²���)))x = 0§§§

KKKééé???ÛÛÛf(t)§§§���§§§|||£££NH¤¤¤���±±±ÏÏÏ>>>���¯̄̄KKKðððkkk)))"""

ÓÓÓnnn������ÄÄÄüüü:::>>>���^̂̂���µµµ

Lx(a) +Nx(b) = 0
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g�K

ééé���½½½���f(t)§§§£££NH¤¤¤���333÷÷÷vvv±±±ÏÏÏ>>>���^̂̂���x(a) = x(b)���)))���

¿¿¿���^̂̂���ººº

ééé���½½½���f(t)§§§£££NH¤¤¤���333������������÷÷÷vvv±±±ÏÏÏ>>>���^̂̂

���x(a) = x(b)���)))���¿¿¿���^̂̂���ººº

Φ1(t)ÚÚÚΦ2(t)ÑÑÑ´́́ÄÄÄ���)))ÝÝÝ


§§§Φ1(a)− Φ1(b)���___´́́

ÄÄÄΦ2(a)− Φ2(b)���___ººº
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>�¯KÚ±Ï)

¯̄̄KKKµµµeeeA(t)ÚÚÚf(t)ÑÑÑ´́́±±±~~~êêêω > 0���±±±ÏÏÏ���±±±ÏÏÏ¼¼¼êêê§§§¯̄̄���§§§

|||£££NH¤¤¤´́́ÄÄÄ���333ω-±±±ÏÏÏ)))ºººeee���333^̂̂���XXXÛÛÛººº

½½½nnn5.2 eeeA(t)ÚÚÚf(t)333Rþþþkkk½½½ÂÂÂ§§§���´́́±±±ω > 0���±±±ÏÏÏ���±±±

ÏÏÏ¼¼¼êêê§§§KKK���§§§|||£££NH¤¤¤���333ω-±±±ÏÏÏ)))���¿¿¿���^̂̂���´́́£££NH¤¤¤kkk������

333Rþþþkkk...���)))"""

yyy²²²ggg´́́µµµ777���555www,,,§§§���IIIyyy²²²¿¿¿©©©555"""
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>�¯KÚ±Ï)

(i) ���Φ(t)´́́GGG���===£££ÝÝÝ


§§§÷÷÷vvvΦ(0) = E§§§E���üüü   ÝÝÝ


"""

---x0(t)´́́£££NH¤¤¤���kkk...)))"""

A(t) = A(t+ ω), f(t) = f(t+ ω) ⇒x0(t+ (k − 1)ω)´́́)))§§§���

x0(t+ (k − 1)ω) = Φ(t)
(
x0((k − 1)ω) +

∫ t

0
Φ−1(s)f(s)ds

)
.

AAAOOO///���t = ω§§§KKKkkk

x0(kω) = Φ(ω)x0((k − 1)ω) + v, k = 1, 2, · · · , (1)

ÙÙÙ¥¥¥v = Φ(ω)
∫ ω
0 Φ−1(s)f(s)ds.

() October 24, 2016 8 / 28



>�¯KÚ±Ï)

(ii) £££NH¤¤¤���333ω-±±±ÏÏÏ)))x(t)������===���x(0) = x(ω)§§§===���333~~~êêê���

þþþC§§§¦¦¦���

Φ(0)C = Φ(ω)
(
C +

∫ ω

0
Φ−1(s)f(s)ds

)
===

(Φ(ω)− E)C = −v. (2)

£££���yyy¤¤¤bbbXXX£££ÉÉÉÃÃÃ¤¤¤vvvkkkω-±±±ÏÏÏ)))§§§KKKþþþããã'''uuuC������êêê���§§§

|||777ÃÃÃ)))"""lll




rank(Φ(ω)− E) < n§§§rank[Φ(ω)− E,−v] 6= rank[Φ(ω)− E].
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>�¯KÚ±Ï)

ddd���êêê���§§§|||nnnØØØ���777���333���"""���þþþu§§§¦¦¦���

uT (Φ(ω)− E) = 0 (3)

uT v 6= 0. (4)

¯̄̄¢¢¢þþþ§§§eeeééé¤¤¤kkk÷÷÷vvv(3)���u ÑÑÑkkkuT v = 0§§§KKK

uT [Φ(ω)− E,−v] = 0,

lll


rank[Φ(ω)− E,−v] = rank[Φ(ω)− E], gggñññ"""
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>�¯KÚ±Ï)

(iii) eeeªªª¤¤¤ááá£££òòò333£££iv¤¤¤¥¥¥yyy²²²¤¤¤µµµ

uTx0(kω) = uTx0(0) + kuT v, k = 1, 2, · · · . (5)

---k →∞§§§dddx0(t)kkk...§§§���àààkkk...§§§mmmàààÃÃÃ¡¡¡§§§gggñññ"""
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>�¯KÚ±Ï)

(iv) eee¡¡¡|||^̂̂888BBB{{{999(1)§§§(3)yyy²²²(5)¤¤¤ááá"""

£££1¤¤¤k = 1���§§§|||^̂̂(1)§§§(3)´́́íííÑÑÑ(5)¤¤¤ááá"""

£££2¤¤¤bbb������k = m���(5)¤¤¤ááá§§§===

uTx0(mω) = uTx0(0) +muT v.

(1)⇒ uTx0((m+ 1)ω) = uT Φ(ω)x0(mω) + uT v.

|||^̂̂(3)§§§òòòuT Φ(ω) = uT ���\\\§§§¿¿¿|||^̂̂888BBBbbb���§§§KKKkkk

uTx0((m+ 1)ω) = uTx0(0) + (m+ 1)uT v

===���k = m+ 1���(5)¤¤¤ááá"""
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§6 p��5�§

n������555���§§§µµµ

dnx

dtn
+ a1(t)

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an(t)x = f(t) (6)

ÙÙÙ¥¥¥a1(t), · · · , an(t), f(t)333«««mmmIþþþëëëYYY"""

n���àààggg���555���§§§µµµ

dnx

dtn
+ a1(t)

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an(t)x = 0. (7)
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z¤�d��§|

---x1 = x, x2 =
dx

dt
, · · · , xn =

dn−1x

dtn−1
§§§KKKzzz������§§§|||

d

dt


x1

...

xn−1

xn

 = A(t)


x1

...

xn−1

xn

 +


0
...

0

f(t)

 . (8)

A(t) =


0 1 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

−an(t) −an−1(t) · · · −a2(t) −a1(t)

 .
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�3��5½n

½½½nnn6.1 ���a1(t), · · · , an(t), f(t)333«««mmmIþþþëëëYYY§§§KKKééé???

���t0 ∈ IÚÚÚ???¿¿¿���n���~~~êêêξ0, · · · , ξn−1§§§���§§§(6)ðððkkk½½½ÂÂÂ333������«««

mmmIþþþ���÷÷÷vvvÐÐÐ©©©^̂̂���

x(t0) = ξ0, x
′(t0) = ξ1, · · · , xn−1(t0) = ξn−1

���)))§§§¿¿¿������§§§(6)������kkk������)))÷÷÷vvvdddÐÐÐ©©©^̂̂���"""

íííØØØ6.1 àààggg���555���§§§(7)���)))§§§eeeuuu«««mmmI���,,,:::???§§§������999ÙÙÙ

������n− 1������êêêþþþ���"""§§§KKK§§§777uuu«««mmmIþþþððð���uuu""""""

£££|||^̂̂""")))���������555¤¤¤
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�5�§�5�

(1.) £££UUU\\\���nnn¤¤¤eeeϕ1(t), · · · , ϕn(t)´́́àààggg���555���§§§���)))§§§KKKééé???¿¿¿

~~~êêêC1, · · · , Cn§§§¼¼¼êêêC1ϕ1(t) + · · ·+ Cnϕn(t)ÑÑÑ´́́àààggg���555���§§§

���)))"""

(2.) ���àààggg���555���§§§���������)))���éééAAAàààggg���555���§§§���������)))���ÚÚÚ������

àààggg���555���§§§���������)))"""

(3.) ���àààggg���555���§§§���???¿¿¿üüü���)))���������½½½´́́éééAAAàààggg���555���§§§���

)))"""
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àg�5�§�Ï)(�½n

½½½nnn6.2

(i) àààggg���555���§§§(7)uuu«««mmmIþþþ���½½½���333n������555ÃÃÃ''')))"""

(ii) eeeϕ1(t), · · · , ϕn(t)´́́àààggg���555���§§§(7)uuu«««mmmIþþþ���n������555ÃÃÃ'''

)))§§§KKK¹¹¹kkk???¿¿¿~~~êêêC1, · · · , Cn���LLL���ªªª

x = C1ϕ1(t) + · · ·+ Cnϕn(t)

´́́àààggg���555���§§§(7)���ÏÏÏ)))§§§(((���///`̀̀§§§´́́���§§§(7)������ÜÜÜ)))������

ÓÓÓLLL���ªªª"""
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�àg�5�§�Ï)(�½n

àààggg���555���§§§(7))))������NNN���¤¤¤


������n������555���mmm"""

àààggg���555���§§§(7)���???¿¿¿n������555ÃÃÃ''')))¡¡¡������§§§���������ÄÄÄ���)))

|||"""

½½½nnn6.3 ���ψ(t)´́́���àààggg���555���§§§(6)���������

)))§§§ϕ1(t), · · · , ϕn(t)´́́éééAAAàààggg���555���§§§(7)���������ÄÄÄ���)))|||§§§KKK¹¹¹kkk

???¿¿¿~~~êêêC1, · · · , Cn���LLL���ªªª

x = C1ϕ1(t) + · · ·+ Cnϕn(t) + ψ(t)

´́́���àààggg���555���§§§(6)���ÏÏÏ)))§§§(((���///`̀̀§§§´́́���§§§(6)������ÜÜÜ)))������ÓÓÓ

LLL���ªªª"""
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�½n�)�5Ã'

ÚÚÚnnn6.1 ���t0 ∈ I§§§ϕ1(t), · · · , ϕm(t)´́́àààggg���555���§§§(7)uuu«««

mmmIþþþ���m���)))§§§KKKϕ1(t), · · · , ϕm(t)uuu«««mmmIþþþ���555���'''���¿¿¿���^̂̂���´́́

���þþþ||| 
ϕ1(t0)

ϕ′1(t0)
...

ϕ
(n−1)
1 (t0)

 , · · · ,


ϕm(t0)

ϕ′m(t0)
...

ϕ
(n−1)
m (t0)


���555���'''"""

£££yyy²²²µµµ|||^̂̂½½½ÂÂÂ999���ddd������§§§|||���(((JJJ¤¤¤
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n�¼ê�¤�Wronski1�ª

n���¼¼¼êêê���¤¤¤���Wronski111���ªªªµµµ

���kkkn���½½½ÂÂÂ333«««mmmIþþþ���n− 1ggg���������¼¼¼êêêϕ1(t), · · · , ϕn(t)§§§¡¡¡

111���ªªª

W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(t) ϕ2(t) · · · ϕn(t)

ϕ′1(t) ϕ′2(t) · · · ϕ′n(t)
...

...
. . .

...

ϕ
(n−1)
1 (t) ϕ

(n−1)
2 (t) · · · ϕ

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
���dddùùùn���¼¼¼êêê���¤¤¤���Wronski111���ªªª"""
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4��úª

ÚÚÚnnn6.2 (444������úúúªªª) eeeϕ1(t), · · · , ϕn(t)´́́àààggg���§§§(7)���)))§§§

KKKddd§§§������¤¤¤���Wronski111���ªªªW (t)���LLL«««���

W (t) = W (t0)e
−

R t
t0

a1(s)ds
, t ∈ I,

ÙÙÙ¥¥¥t0 ∈ I���???¿¿¿���½½½"""

£££|||^̂̂���ddd������§§§|||���444������úúúªªªµµµtrace A(t) = −a1(t)¤¤¤

àààggg���§§§(7)���n���)))ϕ1(t), · · · , ϕn(t)���555ÃÃÃ'''������===������333���

:::t0 ∈ I¦¦¦���W (t0) 6= 0.

£££|||^̂̂ÚÚÚnnn6.1¤¤¤
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~êCÉúª

¯̄̄KKKµµµ®®®���àààggg���§§§(7)���n������555ÃÃÃ''')))ϕ1(t), · · · , ϕn(t)§§§¦¦¦���

àààggg���§§§(6)���������AAA)))"""

¦¦¦)))ÚÚÚ½½½£££===zzz������ddd������§§§|||¤¤¤µµµ

(i) ψ1(t) =


ϕ1(t)

ϕ′1(t)
...

ϕ
(n−1)
1 (t)

 , · · · , ψn(t) =


ϕn(t)

ϕ′n(t)
...

ϕ
(n−1)
n (t)

´́́���§§§

|||(8)éééAAA���àààggg���§§§|||���������ÄÄÄ���)))|||"""
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~êCÉúª

(ii) ������§§§|||(8)kkkAAA)))µµµx0(t) = C1(t)ψ1(t) + · · ·+ Cn(t)ψn(t)§§§KKK

Φ(t)


C ′

1(t)

C ′
2(t)
...

C ′
n(t)

 =


0
...

0

f(t)

 ,

ÙÙÙ¥¥¥

Φ(t) =


ϕ1(t) · · · ϕn(t)

...
. . .

...

ϕ
(n−1)
1 (t) · · · ϕ

(n−1)
n (t)


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~êCÉúª

(iii) ¦¦¦ÑÑÑCi(t)§§§KKKx0(t)���111������©©©þþþx0(t)§§§===

x0(t) = C1(t)ϕ1(t) + · · ·+ Cn(t)ϕn(t)

´́́���§§§(6)���)))"""

eee¡¡¡¦¦¦Ci(t), |||^̂̂Φ−1(t) =
Φ∗(t)
W (t)

§§§KKKkkk
C ′

1(t)
...

C ′
n−1(t)

C ′
n(t)

 = Φ−1(t)


0
...

0

f(t)

 =
f(t)
W (t)


φ1(t)

...

φn−1(t)

φn(t)


ÙÙÙ¥¥¥φi(t)´́́W (t)¥¥¥111n111111i���������������êêê{{{fffªªª"""
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~êCÉúª

(iv) 
C1(t)

...

Cn(t)

 =


∫ t
t0

φ1(s)
W (s)

f(s)ds

...∫ t
t0

φn(s)
W (s)

f(s)ds

 .

���§§§(6)���AAA)))µµµ

x0(t) =
∫ t

t0

n∑
i=1

ϕi(t)φi(s)

W (s)
f(s)ds =

∫ t

t0

∆(t, s)
W (s)

f(s)ds.

ÙÙÙ¥¥¥∆(t, s)´́́ùùù���������111���ªªªµµµcccn− 1111´́́W (s)���cccn− 1111���

AAA���������§§§111n111´́́W (t)111���111������AAA������"""
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~êCÉúª

===

∆(t, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s) · · · ϕn(s)

ϕ′1(s) · · · ϕ′n(s)
...

. . .
...

ϕ
(n−2)
1 (s) · · · ϕ

(n−2)
n (s)

ϕ1(t) · · · ϕn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(v) ���§§§(6)���ÏÏÏ)))���

x = C1ϕ1(t) + · · ·+ Cnϕn(t) +
∫ t

t0

∆(t, s)
W (s)

f(s)ds.

ÙÙÙ¥¥¥C1, · · · , Cn´́́???¿¿¿~~~êêê§§§t0 ∈ I���???¿¿¿���½½½"""

() October 24, 2016 26 / 28



~êCÉúª

½½½nnn6.4 £££~~~êêêCCCÉÉÉúúúªªª¤¤¤ ���ϕ1(t), · · · , ϕn(t)´́́������§§§(6)éééAAA

���àààggg���§§§(7)���������ÄÄÄ���)))|||§§§KKK(6)������ÜÜÜ)))������ÓÓÓLLL���ªªª���������

x = C1ϕ1(t) + · · ·+ Cnϕn(t) +
∫ t

t0

∆(t, s)
W (s)

f(s)ds.

ÙÙÙ¥¥¥C1, · · · , Cn´́́???¿¿¿~~~êêê§§§t0 ∈ I���???¿¿¿���½½½§§§W (t)´́́

dddϕ1(t), · · · , ϕn(t)���¤¤¤���Wronski111���ªªª§§§∆(t, s)´́́ùùù���������111���ªªªµµµ

cccn− 1111´́́W (s)���cccn− 1111���AAA���������§§§111n111´́́W (t)111���111������

AAA������"""

~~~6.1 ���ÑÑÑ���������§§§x′′ + a1(t)x′ + a2(t)x = f(t)���ÏÏÏ)))LLL���ªªª"""
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P55: 1, 3.

P58: 1, 3, 4, 5.
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