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n������§§§

x(n) + a1x
(n−1) + · · ·+ an−1x

′ + anx = 0 (1)

ÚÚÚ\\\���©©©���fffµµµ

D =
d

dt
, D2 =

d2

dt2
, · · · , Dn =

dn

dtn
.

Dkf(t) =
dkf(t)

dtk
= f (k)(t).

���§§§zzz���µµµDnx + a1D
n−1x + · · ·+ anx = 0§§§===

(Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an)x = 0.

---P (D) = Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an§§§KKK���§§§���LLL«««���P (D)x = 0.
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P (λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an§§§¡¡¡P (λ) = 0���(1)���AAA������§§§"""

555���1 eeeP (λ0) = 0§§§KKKx = eλ0t´́́���§§§���)))"""

���ÏÏÏµµµP (D)eλ0t = eλ0tP (λ0) = 0 ⇔ P (λ0) = 0.
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½½½nnn1.1 eee���§§§(1)���AAA������§§§kkkn���ØØØÓÓÓ������λ1, · · · , λn§§§

KKKeλ1t, · · · , eλnt´́́���§§§(1)���������ÄÄÄ���)))|||"""

���ÏÏÏµµµW (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eλ1t eλ2t · · · eλnt

λ1e
λ1t λ2e

λ2t · · · λneλnt

...
...

. . .
...

λn−1
1 eλ1t λn−1

2 eλ1t · · · λn−1
n eλ1t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
���dddλi 6= λj���W (0) 6= 0§§§lll


eλ1t, · · · , eλnt���555ÃÃÃ'''"""

() November 3, 2016 4 / 14



~Xê�5�§�){

~~~1.1 )))���§§§x′′ − x = 0.

555���2 eeeλ0´́́AAA������§§§P (λ) = 0���k­­­���§§§KKK

eλ0t, teλ0t, t2eλ0t, · · · , tk−1eλ0t

´́́���§§§(1)���k������555ÃÃÃ''')))"""

yyy²²²ggg´́́µµµ

(i)

P (λ) = Q(λ)(λ− λ0)k,

P (D)x = Q(D)(D − λ0)kx = 0.

lll


���§§§(D − λ0)kx = 0���)))777´́́P (D)x = 0���)))"""
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(ii) ééé???ÛÛÛEEEêêêδ999???¿¿¿������êêêm§§§^̂̂888BBB{{{���yyy²²²

Dm(eδtx(t)) = eδt(D + δ)mx(t). (2)

lll


 Dk(e−λ0tx(t)) = e−λ0t(D − λ0)kx(t).

ÏÏÏddd���§§§(D − λ0)kx = 0kkk)))

x = (c1 + c2t + · · ·+ ckt
k−1)eλ0t.

uuu´́́���������§§§(D − λ0)kx = 0���������ÄÄÄ���)))|||

eλ0t, teλ0t, , · · · , tk−1eλ0t.

ddd£££i¤¤¤���§§§���´́́���§§§(1)���k������555ÃÃÃ''')))"""
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eee¡¡¡^̂̂888BBB{{{yyy²²²(2)ªªª¤¤¤ááá"""

(1) m = 1���www,,,¤¤¤ááá"""

(2) bbb���m = k���(2)¤¤¤ááá§§§===

Dk(eδtx(t)) = eδt(D + δ)kx(t).

uuu´́́

Dk+1(eδtx(t)) = D(Dk(eδtx(t))) = D(eδt(D + δ)kx(t))

= δeδt(D + δ)kx(t) + eδtD(D + δ)kx(t)

= eδt(D + δ)k+1x(t).

===m = k + 1���(2)½½½¤¤¤ááá"""
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½½½nnn1.2 eee���§§§(1)���AAA������§§§kkkr������λ1, λ2, · · · , λr§§§§§§������­­­

êêê©©©OOO���n1, n2, · · · , nr§§§ÙÙÙ¥¥¥n1 +n2 + · · ·+nr = n, λi 6= λj(i 6= j)§§§KKK

eλ1t, teλ1t, , · · · , tn1−1eλ1t;

eλ2t, teλ2t, , · · · , tn2−1eλ2t;

· · ·

eλrt, teλrt, , · · · , tnr−1eλrt

´́́���§§§(1)���������ÄÄÄ���)))|||"""
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yyy²²²ggg´́́ ^̂̂���yyy{{{yyy²²²þþþããã¼¼¼êêê|||���555ÃÃÃ'''"""

(i) eee���555���'''§§§KKK���333ØØØ������"""���õõõ���ªªªp1(t), · · · , pr(t)§§§¦¦¦���

eλ1tp1(t) + eλ2tp2(t) + · · ·+ eλrtpr(t) = 0. (3)

(ii) ØØØ������p1(t)������"""õõõ���ªªª§§§���ÙÙÙgggêêê���m1§§§ØØØeλ1t §§§KKKkkk

p1(t) + e(λ2−λ1)tp2(t) + · · ·+ e(λr−λ1)tpr(t) = 0.

���p2(t), · · · , pr(t)´́́ØØØ������"""õõõ���ªªª§§§���©©©þþþªªªkkk

p′1(t) + e(λ2−λ1)t[p′2(t) + (λ2 − λ1)p2(t)] + · · · = 0.
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222���©©©m1ggg§§§KKKkkk

e(λ2−λ1)tq2(t) + · · ·+ e(λr−λ1)tqr(t) = 0. (4)

555¿¿¿���q2(t), . . . , qr(t)���gggêêê©©©OOO���p2(t), · · · , pr(t)���gggêêê���ÓÓÓ§§§

¿¿¿���ØØØ������""""""

(iii ) (4)ªªª���///ªªª���(3)ªªª///ªªª���ÓÓÓ§§§������êêê������§§§­­­EEEþþþãããLLL§§§kkk���

gggòòò������

eµtπ(t) = 0,

ÙÙÙ¥¥¥µ������~~~êêê§§§õõõ���ªªªπ(t) 6≡ 0§§§gggñññ"""
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~~~1.1 )))���§§§x(5) − 3x(4) + 2x′′ = 0.

~~~1.2 )))���§§§x′′′ + x′′ − 2x = 0.

ÏÏÏ)))µµµx = c1e
t + c2e

(−1+i)t + c2e
(−1−i)t

¢¢¢���)))µµµx = c1e
t + c2e

−t cos t + c3e
−t sin t.
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5551.1 ¢¢¢���)))���¦¦¦{{{µµµ

eeeλ = α± iβ´́́AAA������§§§���k ­­­���§§§KKK

eλt, teλt, · · · , tk−1eλt

´́́���§§§���)))£££2k���¤¤¤"""éééAAA2k���¢¢¢���)))

eαt cos βt, teαt cos βt, , · · · , tk−1eαt cos βt,

eαt sinβt, teαt sin βt, , · · · , tk−1eαt sinβt.

() November 3, 2016 12 / 14



~Xê�5�§�){

~~~1.3 ¦¦¦)))���§§§x′′ + β2x = f(t)§§§ÙÙÙ¥¥¥β > 0´́́~~~êêê§§§


f(t)

´́́a < t < bþþþ���ëëëYYY¼¼¼êêê"""

ÏÏÏ)))µµµx = c1 cos βt + c2 sinβt +
1
β

∫ t

t0

f(s) sinβ(t− s)ds.
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P 76: 1(1), 1(3), 1(4).

P 77: 2.
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