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3.1 ���fff))){{{

���àààggg���555���§§§µµµP (D)x = f(t).

P (D) = Dn + a1D
n−1 + · · · + an−1D + an.

///ªªªþþþµµµx(t) =
1

P (D)
f(t).

1
P (D)

¡¡¡������fffP (D)���___���fff§§§½½½ÂÂÂXXXeeeµµµ

1
P (D)

f(t)LLL«««������¼¼¼êêê§§§§§§^̂̂P (D)���^̂̂���TTTÐÐÐ���uuuf(t)"""

~~~µµµ
1
D

f(t) =
∫

f(t)dt

1
D2

f(t) =
∫ ∫

f(t)(dt)2.
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���fff
1

P (D)
���ÄÄÄ���555���µµµ

(a)
1

P (D)
af(t) = a

1
P (D)

f(t).

(b)
1

P (D)
(f1(t) + f2(t)) =

1
P (D)

f1(t) +
1

P (D)
f2(t).

(c) ���P (D) = P1(D)P2(D)§§§KKK

1
P (D)

f(t) =
1

P1(D)

(
1

P2(D)
f(t)

)
=

1
P2(D)

(
1

P1(D)
f(t)

)
.
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(1) P (D)eλt = eλtP (λ).

(2) P (D2) cos αt = cos αt · P (−α2).

(3) P (D2) sinαt = sinαt · P (−α2).

(4) P (D)(eλtv(t)) = eλtP (D + λ)v(t). £££®®®yyyLLL§§§888BBB{{{¤¤¤

yyy²²²µµµ£££2¤¤¤eiαt = cos αt + i sinαt, e−iαt = cos αt − i sinαt.

cos αt =
eiαt + e−iαt

2
, sinαt =

eiαt − e−iαt

2i
.

P (D2) cos αt =
1
2
eiαtP ((iα)2) +

1
2
e−iαtP ((−iα)2)

=
1
2
P (−α2)

[
eiαt + e−iαt

]
= P (−α2) cos αt.
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(i)
1

P (D)
eλt =

1
P (λ)

eλt, (P (λ) 6= 0).

(ii)
1

P (D2)
cos αt =

1
P (−α2)

cos αt, (P (−α2) 6= 0).

(iii)
1

P (D2)
sinαt =

1
P (−α2)

sin αt, (P (−α2) 6= 0).

(iv)
1

P (D)
(eλtv(t)) = eλt 1

P (D + λ)
v(t).

yyy²²²£££1¤¤¤µµµP (D)
[

1
P (λ)

eλt

]
=

1
P (λ)

· P (λ)eλt = eλt.

(2): P (D2)
[

1
P (−α2)

cos αt

]
=

1
P (−α2)

· P (−α2) cos αt = cos αt.
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P (D)
[
eλt 1

P (D + λ)
v(t)

]
= eλtP (D+λ)

[
1

P (D + λ)
v(t)

]
= eλtv(t).

(5) ���fk(t) = b0 + b1t + · · · + bkt
k, P (0) = an 6= 0§§§KKK

1
P (D)

fk(t) = Qk(D)fk(t),

ÙÙÙ¥¥¥Qk(D) = c0 + c1D + · · · + ckD
k´́́

1
P (D)

333D = 0NNNCCC���VVVÐÐÐ

ªªª���ccck + 1���"""

yyy²²²ggg´́́µµµ
1

P (t)
= c0 + c1t + · · · + ckt

k + ck+1t
k+1 + · · ·

1
P (D)

= Qk(D) + ck+1D
k+1 + · · ·

1
P (D)

fk(t) = Qk(D)fk(t).
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aaa...£££I¤¤¤µµµP (D)x = fk(t)§§§fk(t)���kgggõõõ���ªªª"""

(1) P (0) 6= 0 £££λ = 0ØØØ´́́AAA������¤¤¤§§§AAA)))���

x0(t) =
1

P (D)
fk(t) = (c0 + c1D + · · · + ckD

k)fk(t).

(2) P (0) = 0§§§���λ = 0´́́k­­­AAA������§§§===P (D) = DkQ(D)§§§




Q(0) 6= 0"""

x0(t) =
1

Dk

[
1

Q(D)
fk(t)

]
.
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~~~3.1 x′′ + x = t2 − t + 2.

x0(t) = (1 − D2)(t2 − t + 2) = t2 − t.

~~~3.2 x′′ − x = t.

x0(t) = −1
2

1
D + 1

t +
1
2

1
D − 1

t = −t.

~~~3.3 x′′ + x′ = 1 + t2.

x0(t) =
1

D2 + D
(1 + t2) =

1
D

1
1 + D

(1 + t2) =
1
3
t3 − t2 + 3t.

~~~3.4 (D − α)mx = f(t)§§§m���������êêê"""

x0(t) =
1

(D − α)m
f(t) = eαt 1

Dm
e−αtf(t)
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aaa...£££II¤¤¤µµµP (D)x = eλtfk(t)§§§fk(t)���kgggõõõ���ªªª"""

x0(t) =
1

P (D)
eλtfk(t) = eλt 1

P (D + λ)
fk(t)

~~~3.5 x′′ − x′ + 6x = 2e4t.

x0(t) =
1
9
e4t.

~~~3.6 x′′ − 2x′ + x = 5tet.

x0(t) =
5
6
t3et.

() November 21, 2016 9 / 17



�f){

~~~3.7 P (D)x = eλ0t, P (D) = (D − λ0)rQ(D), Q(λ0) 6= 0.

x0(t) =
1

(D − λ0)r

1
Q(D)

(eλ0t) =
1

(D − λ0)r

1
Q(λ0)

(eλ0t · 1)

=
1

Q(λ0)
eλ0t 1

Dr
1 =

eλ0t

Q(λ0)
· tr

r!
.
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P (D)x = cos αt · fk(t) (1)

P (D)x = sinαt · fk(t) (2)

ÙÙÙ¥¥¥P (D)ÚÚÚfk(t)���XXXêêêÑÑÑ´́́¢¢¢���"""

���ÄÄÄ999ÏÏÏ���§§§µµµP (D)x = eiαtfk(t).

���ÙÙÙAAA)))x0(t) = x1(t) + ix2(t)§§§KKK

P (D)x1(t) + iP (D)x2(t) = cos αt · fk(t) + i sinαt · fk(t).

P (D)x1(t) = cos αt · fk(t), P (D)x2(t) = sin αt · fk(t).

999ÏÏÏ���§§§AAA)))x0(t)���¢¢¢ÜÜÜÚÚÚJJJÜÜÜ©©©OOO´́́���§§§(1)ÚÚÚ(2)���AAA)))"""
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~~~3.8 x′′ − 3x′ + 2x = cos 2t.

AAA)))µµµx0(t) = − 1
20

cos 2t − 3
20

sin 2t.

5553.1 P (D2)x = cos αt. £££½½½P (D2)x = sinαt¤¤¤

(a) eeeP (−α2) 6= 0§§§KKKx0(t) =
1

P (−α2)
cos αt.

(b) eeeP (−α2) = 0§§§���−α2´́́P (λ)���r­­­���§§§KKK

P (λ) = (λ + α2)rQ(λ), Q(−α2) 6= 0

P (D2) = (D2 + α2)rQ(D2),

x0(t) =
1

(D2 + α2)r

(
1

Q(D2)
cos αt

)
=

1
Q(−α2)

· 1
(D2 + α2)r

cos αt.
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���ÄÄÄ999ÏÏÏ���§§§µµµ(D2 + α2)rx = eiαt.

x(t) =
1

(D2 + α2)r
(eiαt · 1) = eiαt · 1

Dr(D + 2iα)r
e0t

= eiαt 1
Dr

[
1

(2iα)r

]
= eiαt 1

(2iα)r

1
Dr

1

= eiαt 1
(2iα)r

tr

r!
.

������§§§���AAA)))���

x0(t) =
1

Q(−α2)
· Re

{
eiαt 1

(2iα)r

tr

r!

}
.
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~~~3.9 (D4 + 1)x = 5 sin 2t.

x0(t) =
5
17

sin 2t.

~~~3.10 x′′ + x = sin t.

x0(t) = −1
2
t cos t.

~~~3.11 x′′ − x = sin t + cos 2t.

x0(t) = −1
2

sin t − 1
5

cos 2t.
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~~~3.12  x′ = 2x + y + e2t + 3t − 1,

y′ = x + 2y + 2e2t + 9t − 6.

���¤¤¤���fff///ªªª§§§������y§§§kkkµµµ

(D2 − 4D + 3)x = 2e2t + 3t − 1

x = C1e
t + C2e

3t − 2e2t + t + 1
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~~~3.13 
dx1

dt
− dx2

dt
+ x1 = −t

d2x1

dt2
− dx2

dt
+ 3x1 − x2 = e2t

���¤¤¤���fff///ªªª§§§������x2§§§kkkµµµ

(D3 − D2 + D − 1)x1 = 2e2t + t + 1

x1(t) = c1e
t + c2 cos t + c3 sin t +

2
5
e2t − t − 2

XXXÛÛÛ¦¦¦x2ººº
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P 91: 1((1), (2), (6), (7));

P92: 2((1), (2));

P92: 6((2)).
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