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§3 àg�5�§�Ï)(�

àààggg���555���§§§|||µµµ

ẋ = A(t)x. (LH)

ÚÚÚnnn3.1 £££UUU\\\���nnn¤¤¤ eeex = ϕ(t)ÚÚÚx = ψ(t)´́́àààggg���§§§|||

£££LH¤¤¤���)))§§§KKKééé???¿¿¿~~~êêêC1, C2§§§x = C1ϕ(t) + C2ψ(t) ÑÑÑ´́́

£££LH¤¤¤���)))"""

eeeϕ1(t), ϕ2(t), · · · , ϕn(t)´́́àààggg���§§§|||£££LH¤¤¤���)))§§§¯̄̄¹¹¹kkkn���???

¿¿¿~~~êêê���)))

x = C1ϕ1(t) + · · ·+ Cnϕn(t)

´́́ÄÄÄ´́́ÙÙÙÏÏÏ)))ººº
() October 18, 2016 2 / 22



àg�5�§�Ï)(�

���þþþ|||������555���'''555µµµ

¡¡¡���þþþ¼¼¼êêêϕ1(t), ϕ2(t), · · · , ϕm(t)333«««mmmIþþþ´́́���555���'''���§§§XXXJJJ

���333ØØØ������"""���~~~êêêα1, · · · , αm¦¦¦���

α1ϕ1(t) + · · ·+ αmϕm(t) ≡ 0, t ∈ I;

ÄÄÄKKK§§§eee¦¦¦þþþªªª¤¤¤ááá§§§ØØØ���α1 = · · · = αm = 0§§§KKK

¡¡¡ϕ1(t), ϕ2(t), · · · , ϕm(t)333«««mmmIþþþ´́́���555ÃÃÃ'''���"""
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àg�5�§�Ï)(�

XXXÛÛÛ���½½½���|||���þþþ¼¼¼êêê���555���'''ººº

àààggg���555���§§§|||n���)))���555���'''!!!���555ÃÃÃ'''���^̂̂���ººº

£££UUUÄÄÄ===zzz���êêê������þþþ������'''¯̄̄KKKººº¤¤¤
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àg�5�§�Ï)(�

ÚÚÚnnn3.2 ���t0 ∈ I§§§ϕ1(t), ϕ2(t), · · · , ϕm(t)´́́«««mmmIþþþ���§§§£££LH¤¤¤

���m���)))§§§KKKϕ1(t), ϕ2(t), · · · , ϕm(t)333«««mmmIþþþ´́́���555���'''���¿¿¿���^̂̂���

´́́���þþþ|||ϕ1(t0), ϕ2(t0), · · · , ϕm(t0)���555���'''"""
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àg�5�§�Ï)(�

yyy²²² 777���555µµµwww,,,"""

¿¿¿©©©555µµµeeeϕ1(t0), ϕ2(t0), · · · , ϕm(t0)���555���'''§§§KKK���333ØØØ������"""

���~~~êêêα1, · · · , αm¦¦¦���

α1ϕ1(t0) + · · ·+ αmϕm(t0) ≡ 0.

---x(t) = α1ϕ1(t) + · · ·+ αmϕm(t)§§§KKKx(t)´́́àààggg���§§§���)))§§§���÷÷÷

vvvx(t0) = 0§§§dddÐÐÐ���¯̄̄KKK)))���������555������x(t) ≡ 0§§§lll




ϕ1(t), ϕ2(t), · · · , ϕm(t)���555���'''"""
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Ï)(�½n

½½½nnn3.1 £££ÏÏÏ)))(((���½½½nnn¤¤¤

(i) àààggg���555���§§§|||£££LH¤¤¤333«««mmmIþþþkkkn������555ÃÃÃ''')))"""

(ii) XXXJJJϕ1(t), · · · , ϕn(t)´́́«««mmmI���n������555ÃÃÃ''')))§§§KKK¹¹¹kkkn���???¿¿¿~~~

êêêC1, · · · , Cn���LLL���ªªª

x = C1ϕ1(t) + · · ·+ Cnϕn(t) (1)

´́́£££LH¤¤¤���ÏÏÏ)))§§§(((���///`̀̀§§§´́́£££LH¤¤¤������ÜÜÜ)))������ÓÓÓLLL���

ªªª"""
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Ï)(�½n

yyy²²²ggg´́́µµµ

(i) ���333555µµµ???¿¿¿���½½½���:::t0 ∈ IÚÚÚn������555ÃÃÃ'''���n���n���~~~���

þþþξ1, · · · , ξn. ÷÷÷vvvx(t0) = ξi���)))���333¿¿¿������xi(t)£££½½½nnn3.1¤¤¤,

i = 1, 2, · · · , n. KKKx1(t), · · · , xn(t)333Iþþþ���555ÃÃÃ'''£££ÚÚÚnnn3.2¤¤¤"""

(ii) III���`̀̀²²²üüü:::µµµ

(a) ééé???¿¿¿~~~êêêC1, · · · , Cn§§§x = C1ϕ1(t) + · · ·+ Cnϕn(t)ÑÑÑ´́́���§§§

|||£££LH¤¤¤���)))£££UUU\\\���nnn¤¤¤"""

(b) ���§§§|||���???¿¿¿������)))x(t)ÑÑÑ���±±±LLL«««¤¤¤(1)���///ªªª"""
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Ï)(�½n

555¿¿¿���µµµ

(1) ÚÚÚnnn3.2 ⇒ ϕ1(t0), · · · , ϕn(t0)���555ÃÃÃ'''§§§���������Rn���mmm¥¥¥������|||

ÄÄÄ§§§uuu´́́���333~~~êêêC1, · · · , Cn ¦¦¦���

x(t0) = C1ϕ1(t0) + · · ·+ Cnϕn(t0).

(2) ---ϕ(t) = C1ϕ1(t) + · · ·+ Cnϕn(t)§§§KKKϕ(t) ´́́���§§§|||���)))§§§���÷÷÷

vvvϕ(t0) = x(t0)§§§dddÐÐÐ���)))���������555���íííÑÑÑ

x(t) = ϕ(t) = C1ϕ1(t) + · · ·+ Cnϕn(t).

(((ØØØ���yyy"""
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Ï)(�

àààggg���555���§§§|||£££LH¤¤¤¤¤¤kkk)))���888ÜÜÜ���¤¤¤������n������555���mmm"""

àààggg���555���§§§|||£££LH¤¤¤���???¿¿¿n������555ÃÃÃ''')))ϕ1(t), · · · , ϕn(t)���

¤¤¤)))���mmm���������ÄÄÄ���)))|||"""¡¡¡

Φ(t) =
(
ϕ1(t) · · · ϕn(t)

)
.

������§§§���������ÄÄÄ���)))ÝÝÝ


"""

ÏÏÏ)))���LLL«««���µµµx = Φ(t)C, C���???¿¿¿���n���~~~���þþþ"""

ÄÄÄ���)))ÝÝÝ


Φ(t) ÷÷÷vvv

dΦ(t)
dt

= A(t)Φ(t), t ∈ I, detΦ(t) 6= 0.
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Wronski1�ª

���kkkn���½½½ÂÂÂ333«««mmmIþþþ������þþþ¼¼¼êêêµµµ

ϕ1(t) =


ϕ11(t)

...

ϕn1(t)

 , · · · , ϕn(t) =


ϕ1n(t)

...

ϕnn(t)

 .

½½½ÂÂÂ111���ªªª

W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ11(t) · · · ϕ1n(t)

...
...

ϕn1(t) · · · ϕnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
���ùùùn������þþþ���¤¤¤���Wronski111���ªªª"""
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Wronski1�ª

(I) n���êêê������þþþ���555���'''£££ÃÃÃ'''¤¤¤���§§§������¤¤¤���Wronski111���ªªª���mmm

���'''XXXººº

���555���'''⇔ ÙÙÙWronski111���ªªª���uuu""""""
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Wronski1�ª

(II) n������þþþ¼¼¼êêê���555���'''£££ÃÃÃ'''¤¤¤���§§§������¤¤¤���Wronski111���ªªª���mmm

���'''XXXººº

n������þþþ¼¼¼êêê���555���'''⇒ ÙÙÙWronski111���ªªª���uuu""""""

n������þþþ¼¼¼êêê���¤¤¤���Wronski111���ªªª���uuu"""´́́ÄÄÄUUUíííÑÑÑ§§§������555���

'''ººº

~~~µµµϕ1(t) =

 1

0

 , ϕ2(t) =

 t

0

 ���555ÃÃÃ'''§§§���

ÙÙÙWronski111���ªªª���uuu""""""
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Wronski1�ª

���§§§|||£££LH¤¤¤���n���)))���555���'''£££ÃÃÃ'''¤¤¤���§§§������¤¤¤

���Wronski111���ªªª���mmm���'''XXXººº

���§§§|||£££LH¤¤¤���n���)))���555���'''⇔ §§§������¤¤¤���Wronski111���ªªª���

uuu""""""

���ÏÏÏµµµW (t) = 0 ⇒W (t0) = 0⇒ êêê������þþþϕ1(t0), · · · , ϕn(t0)���555

���'''⇒ ϕ1(t), · · · , ϕn(t)���555���'''£££ÚÚÚnnn3.2¤¤¤"""

���½½½n���)))���555ÃÃÃ'''���III���yyyùùùn���)))���¤¤¤���Wronski111���ªªª333,,,

���:::ØØØ���uuu""""""
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4��úª

ÚÚÚnnn3.3 £££444������úúúªªª¤¤¤ eeeϕ1(t), · · · , ϕn(t) ´́́(LH)���)))§§§KKK§§§

������¤¤¤���Wronski111���ªªª���LLL«««���

W (t) = W (t0)e
R t

t0
trA(s)ds

, t ∈ I,

ÙÙÙ¥¥¥t0 ∈ I ���???¿¿¿���½½½§§§


trA(s) = a11(s) + · · ·+ ann(s).
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4��úª

yyy²²²µµµ

dW (t)
dt

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ′11(t) · · · ϕ′1n(t)

ϕ21(t) · · · ϕ2n(t)
...

...

ϕn1(t) · · · ϕnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ11(t) · · · ϕ1n(t)

ϕ21(t) · · · ϕ2n(t)
...

...

ϕ′n1(t) · · · ϕ′nn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.






ϕ′11(t) = a11(t)ϕ11(t) + a12(t)ϕ21(t) + · · ·+ a1n(t)ϕn1(t)

ϕ′12(t) = a11(t)ϕ12(t) + a12(t)ϕ22(t) + · · ·+ a1n(t)ϕn2(t)

· · · · · · · · ·

ϕ′1n(t) = a11(t)ϕ1n(t) + a12(t)ϕ2n(t) + · · ·+ a1n(t)ϕnn(t)
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4��úª

|||^̂̂111���ªªª���555���kkk

dW (t)
dt

= a11(t)W (t) + a22(t)W (t) + · · ·+ ann(t)W (t).

lll




W (t) = W (t0)e
R t

t0
trA(s)ds

.

eeeW (t0) = 0§§§KKKW (t) ≡ 0.
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G�=£Ý


üüü���ÄÄÄ���)))ÝÝÝ


���mmm���'''XXXµµµ

���Φ1(t)ÚÚÚΦ2(t)´́́���§§§|||£££LH¤¤¤333«««mmmIþþþ���üüü���ÄÄÄ���)))ÝÝÝ


§§§KKK

���333���ÛÛÛÉÉÉÝÝÝ


C§§§¦¦¦���

Φ2(t) = Φ1(t)C, t ∈ I.
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G�=£Ý


���τ ∈ I. eeeÄÄÄ���)))ÝÝÝ


Φ(t) ÷÷÷vvvÐÐÐ©©©^̂̂���Φ(τ) = E£££E���LLLüüü   

ÝÝÝ


¤¤¤§§§KKK¡¡¡Φ(t)���GGG���===£££ÝÝÝ


£££AAAÏÏÏ���ÄÄÄ���)))ÝÝÝ


¤¤¤§§§PPP

���Ψ(t, τ)§§§÷÷÷vvvΨ(τ, τ) = E.

ddd???¿¿¿ÄÄÄ���)))ÝÝÝ


Φ(t)������EEEGGG���===£££ÝÝÝ


µµµ

Ψ(t, τ) = Φ(t)Φ−1(τ).

���ÏÏÏµµµΨ(t, τ) = Φ(t)C§§§(((½½½C.
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G�=£Ý


1. GGG���===£££ÝÝÝ


Ψ(t, τ)���ÄÄÄ���)))ÝÝÝ


Φ(t) ���ÀÀÀ���ÃÃÃ'''"""£££ÐÐÐ���������

555¤¤¤§§§===ééé???¿¿¿���ÄÄÄ���)))ÝÝÝ


Φ1(t)ÚÚÚΦ2(t)kkk

Φ1(t)Φ−1
1 (τ) = Φ2(t)Φ−1

2 (τ).

2. Ψ(t, τ)´́́ÝÝÝ


���§§§
dY

dt
= A(t)Y÷÷÷vvvÐÐÐ©©©^̂̂���Y (τ) = E���������

)))"""Ψ(τ, τ) = E.
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G�=£Ý


3. ééé???¿¿¿���t, τ ∈ I§§§Ψ(t, τ) = Ψ(t, σ)Ψ(σ, τ)"""£££|||^̂̂������555µµµ

���t = σ¤¤¤

4. ééé???¿¿¿���t, τ ∈ I§§§Ψ(t, τ)´́́���ÛÛÛÉÉÉ���§§§¿¿¿���Ψ−1(t, τ) = Ψ(τ, t)"""

5. ÐÐÐ���¯̄̄KKK: 
dx

dt
= A(t)x

x(τ) = ξ

���)))���LLL«««���x(t, τ, ξ) = Ψ(t, τ)ξ£££|||^̂̂x(t, τ, ξ) = Ψ(t, τ)C§§§(((

½½½���þþþC¤¤¤"""
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P50µµµ1, 2, 3, 5.
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