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1 直角坐标表示式

在直角坐标系下，如图 1 所示的体系，电子的薛定谔方程可表示如下：[
− h̄2

2µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
− Ze2

4πε0r

]
ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z)

r =
√
x2 + y2 + z2

由于直角坐标系下变量无法分离，不能直接求解，因此我们需要转换成球极坐标系

来进行求解。
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2 球极坐标表示式 2
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图 1: 单电子原子体系的直角坐标表示

2 球极坐标表示式

如图 2 所示，我们将直角坐标转换成球极坐标，它们之间的关系为：

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

r =
√
x2 + y2 + z2
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图 2: 单电子原子体系的球极坐标表示

因此有：

∇2 =
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∂r

(
r2
∂
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)
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1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2

dτ = r2 sin θdr dθdϕ
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− h̄2

2µ

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
ψ(r, θ, ϕ)

− Ze2

4πε0r
ψ(r, θ, ϕ) = Eψ(r, θ, ϕ)

此即为球极坐标下的单电子原子的薛定谔方程。

3 求解球极坐标的薛定谔方程

由上式变换得：[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
ψ(r, θ, ϕ)

+
2µ

h̄2

[
E +

Ze2

4πε0r

]
ψ(r, θ, ϕ) = 0

将 ψ(r, θ, ϕ) 看成是 R(r) 和 Y (θ, ϕ) 的函数，即：

ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Y (θ, ϕ)

其中 R 为径向函数，Y 为球谐函数，整理得：

Y

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
R+

R

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
Y +

R

r2 sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2
+

2µ

h̄2

[
E +

Ze2

4πε0r

]
RY = 0

两侧同乘 r2/RY，得：

1

R

∂

∂r

(
r2
∂R

∂r

)
+

2µr2

h̄2

(
E +

Ze2

4πε0r

)
= − 1

Y sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
− 1

Y sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2

令等式的两端都等于 β，把 r 和 θϕ 函数分开，得：

1

R

d
dr

(
r2

dR
dr

)
+

2µr2

h̄2

(
E +

Ze2

4πε0r

)
= β R 方程

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2
= −βY Y 方程

再把 θϕ 函数分开，令 Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ) 代入 Y 方程，得：

Φ

sin θ
d
dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+

Θ

sin2 θ

d2Φ

dϕ2
= −βΘΦ

两侧同乘 sin2 θ/ΘΦ，得：

sin θ
Θ

d
dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+ β sin2 θ = − 1

Φ

d2Φ

dϕ2
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令左右两边都等于 m2，即得到 Θ 方程和 Φ 方程。

sin θ
Θ

d
dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+ β sin2 θ = m2 Θ 方程

− 1

Φ

d2Φ

dϕ2
= m2 Φ 方程

通过以上变换，将含有三个变量的偏微分方程转换为三个只含单个变量的常微分方

程。

3.1 Φ 方程的解

由

− 1

Φ

d2Φ

dϕ2
= m2

得：
d2Φ

dϕ2
+m2Φ = 0

该方程为常系数二阶线性齐次方程，其特解为：

Φ(ϕ) = Aeimϕ

根据单值条件 (周期性边界条件)，有：

Φ(ϕ) = Aeimϕ = Φ(ϕ+ 2π) = Aeimϕeim2π

ei2mπ = cos(2mπ) + i sin(2mπ) = 1 (Euler 公式)

cos(m2π) = 1 i sin(m2π) = 0

m = 0,±1,±2,… m 称磁量子数 (megnetic quantum number) 根据归一化条件，得：

A =
√

1/2π

因此：

Φm(ϕ) =
√

1/2πeimϕ
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表 1: 函数 Φm(ϕ) 的解

m 复数解 实数解

0 Φ0(ϕ) =
√

1/2π Φ0(ϕ) =
√

1/2π

1 Φ1(ϕ) =
√

1/2πeiϕ
{

Φcos
±1(ϕ) =

√
1/π cosϕ

Φsin
±1 (ϕ) =

√
1/π sinϕ-1 Φ−1(ϕ) =

√
1/2πe−iϕ

2 Φ2(ϕ) =
√

1/2πei2ϕ
{

Φcos
±2(ϕ) =

√
1/π cos 2ϕ

Φsin
±2(ϕ) =

√
1/π sin 2ϕ-2 Φ−2(ϕ) =

√
1/2πe−i2ϕ

3 Φ3(ϕ) =
√

1/2πei3ϕ
{

Φcos
±3(ϕ) =

√
1/π cos 3ϕ

Φsin
±3(ϕ) =

√
1/π sin 3ϕ-3 Φ−3(ϕ) =

√
1/2πe−i3ϕ

3.2 Θ 方程的解

sin θ
Θ

d
dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+ β sin2 θ = m2

化为联属勒让德 (Associated Legendre) 方程，具有已知解：

β = l(l + 1)

{
l = 0, 1, 2, 3 . . .

l ≥ |m|

对于给定的 l，m = 0,±1,…±l

Θ(θ) = CPm
l (cos θ) 与量子数 l,m 有关

P
|m|
l (cos θ) = 1

2ll!

(
1− cos2 θ

) |m|
2

dl+|m|

d cos θl+|m|

(
cos2 θ − 1

)l
联属勒让德函数

l 为角量子数 (angular momentum quantum number)
归一化条件： ∫ π

0

Θ∗Θ sin θdθ = 1

联属勒让德函数的解：

Θ0,0 = 1/
√
2

Θ1,0 =

√
6

2
cos θ

Θ1,±1 =

√
3

2
sin θ

Θ2,0 =

√
10

4

(
cos2 θ − 1

)
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Θ2,±1 =

√
15

2
sin θ cos θ

Θ2,±2 =

√
15

4
sin2 θ

Θ3,0 =

√
14

4

(
5 cos3 θ − 3 cos θ

)
Θ3,±1 =

√
42

8
sin θ

(
5 cos2 θ − 1

)
Θ3,±2 =

√
105

4
sin2 θ cos θ

Θ3,±3 =

√
70

8
sin3 θ

3.3 R 方程的解

联属拉盖尔 (Associated Laguerre) 方程：

1

R

d
dr

(
r2

dR
dr

)
+

2µr2

h̄2

(
E +

Ze2

4πε0r

)
= l(l + 1)

有收敛解的条件： {
n ≥ l + 1 n = 1, 2, 3, · · ·
En = − µe4

8ε20h
2 · Z2

n2

Rn,l(r) 与量子数 n, l 有关，归一化条件：∫ ∞

0

R∗Rr2 dr = 1

Rnl(r) = Ce−
ρ
2 ρlL2l+1

n+1 (ρ)

ρ =
2Z

na0
r

a0 =
4πε0h̄

2

mee2
玻尔半径

联属拉盖尔函数为：

L2l+1
n+1 (ρ) =

d2l+1

dρ2l+1

[
eρ · dn+1

dρn+1

(
e−ρ · ρn+1

)]
类氢原子径向波函数 Rn,l(r) 的解为：

R1,0(r) = 2 (Z/a0)
3/2 e−ρ/2
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R2,0(r) =
(Z/a0)

3/2

2
√
2

(2− ρ)e−ρ/2

R2,1(r) =
(Z/a0)

3/2

2
√
6

ρe−ρ/2

R3,0(r) =
(Z/a0)

3/2

9
√
3

(
6− 6ρ+ ρ2

)
e−ρ/2

R3,1(r) =
(Z/a0)

3/2

9
√
6

(
4ρ− ρ2

)
e−ρ/2

R3,2(r) =
(Z/a0)

3/2

9
√
30

ρ2e−ρ/2

R4,0(r) =
(Z/a0)

3/2

96

(
24− 36ρ+ 12ρ2 − ρ3

)
e−ρ/2

R4,1(r) =
(Z/a0)

3/2

32
√
15

(
20ρ− 10ρ2 + ρ3

)
e−ρ/2

R4,2(r) =
(Z/a0)

3/2

96
√
15

(
6ρ2 − ρ3

)
e−ρ/2

R4,3(r) =
(Z/a0)

3/2

96
√
35

ρ3e−ρ/2
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