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传递函数的严格正实性(Strictly Positive Realness, SPR)是系统的一种重要性能，在绝对

稳定性与超稳定性理论[1][2]、无源性分析[3]、二次优化控制[4]及自适应系统理论[5]等领域

中起着十分重要的作用。因实际系统中总存在有不确定性，研究系统的鲁棒严格正实性尤为

有意义。二十世纪九十年代以来，受鲁棒稳定性分析中参数化方法的刺激 [6]-[8]，系统鲁

棒严格正实性的研究得到了广泛的关注和发展[9]-[25]。 
早期得到的多数结果是属于鲁棒严格正实分析的，针对鲁棒严格正实综合的有价值的结

果较少。系统鲁棒严格正实分析方面的最好结果是由文[11]及[17]几乎同时独立得到的“八顶

点检验定理”。 
对鲁棒严格正实综合问题，通过正实引理[1]-[5][26]，可以给出传递函数的基于矩阵方

程或矩阵不等式的正实性条件[20][26]，但用该方法进行鲁棒严格正实综合时，须引进较多

的变元，得到的矩阵方程或矩阵不等式的阶次较高，并且所得条件是用矩阵方程或矩阵不等

式的可解性来表述的，而这一点在理论上未有完整的结果[26]。 
综合性问题较分析性问题一般在数学上要更为困难些，综合性问题往往要解决存在性问

题与构造性问题，而分析性问题则可在已经假设存在性的前提下展开。就工程应用来说，综

合性问题则更具有实际意义。 
首先给出相关的定义、记号及基本问题的描述。由于严格正实性源于控制理论的多个领

域，不同的文献采用了稍有不同的定义[20]。为明确起见，采用如下的定义： 
R表示实数域，记 为 阶实系数多项式集合，nP n n nH P⊂ 是 n阶实系数 Hurwitz 稳定多

项式(仅具负实部的根)集合。在下述定义中， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , pm nb s P a s P s b s a s∈ ∈ =  
是有理函数。 

定义 1   称为是严格正实(SPR) 的，记为( )p s ( ) SPRp s ∈ ，是指 ( ) ( ),n nb s P a s H∈ ∈ 且

对 ( ),  Re 0R p jω ω∀ ∈ >⎡ ⎤⎣ ⎦ 。 
定义 2 一个多项式集合 F称为是鲁棒稳定的，是指集合 F中的每一个元均是 Hurwitz

稳定多项式。 
鲁棒严格正实综合问题的基本提法如下： 
鲁棒严格正实综合基本问题 给定一个 阶多项式集n F，是否存在、如何找出一个(固

定的)多项式 使对 有( )b s ( )a s F∀ ∈ ( ) ( )b s a s 是严格正实的？ 
从严格正实性的定义容易知道，多项式集 F的鲁棒稳定性，是存在一个(固定的)多项式

使对( )b s ( ) ( ) ( ),a s F b s a s∀ ∈ 严格正实的必要条件。另外，考虑如下的问题： 

鲁棒严格正实域刻画问题 给定 ( ) na s H∈ ，如何找出所有的 ( )b s 使 ( ) ( ) SPR
( )
b sp s
a s

= ∈ ？ 

该问题对鲁棒严格正实的分析与综合是有意义的。特别，给出 ( )b s 的基于 的系数

的显式表达条件是

( )a s
[14]提出的一个问题。 

传递函数SPR性的判定，本质上可以化为多项式实根的判定问题。古典Sturm组方法虽

然也可用于判定多项式实根的分布，但其对文字（符号）系数的多项式建立判别系统是没有

效率的[27][28]。 
1996 年，由杨路等人建立的多项式完全判别系统[27][28]，可以给出一组由多项式系数

构成的显式表达式来判定多项式根的状况。文[18]借此给出了传递函数鲁棒SPR域的描述，



从而理论上完整解决了上面的鲁棒严格正实域刻画问题。 
对于鲁棒严格正实综合问题，当所给定的多项式集合是稳定的多项式线段集、或稳定的

区间多项式集、或稳定的凸多面体多项式集时，由于这些集合在鲁棒稳定性理论[6]-[8]中具

有的特殊重要性以及严格正实性本身的特点，受到了研究者的充分重视。这方面已有结果总

结如下： 
当 F的元具有相同的的偶次(或奇次)项时，这样的多项式 ( )b s 是存在的[13][14][16]，这

一结果最先由Hollot等人[13]于 1989 年针对区间多项式集而得到，1990 年Huang等人[16]又
推广至更为一般的结果，与文[13]完全相同的结果 1997 年又被Patel and Datta重新得到[16] 
[19]。 

当 F为低阶的 ( )3n ≤ 稳定的多项式线段集[20][21]时，这样的多项式 也总是存在的；

文

( )b s
[25]全面推广[20][21]的结果，证明了当 F为任意阶的稳定的多项式线段集时，这样的多项

式 ( )b s 也总是存在的。这样，稳定多项式线段的鲁棒严格正实综合问题已获完整解答。 
当 F为低阶的 ( )3n ≤ 稳定的区间多项式集[9][10] [13]-[15] [20][21]时，这样的多项式

是存在的。应该提到的是，Anderson等人( )b s [9]1990 年利用线性规划的方法，还给出了使

上述问题存在解的一组条件(即文[9]中的(58)-(60)式)，并认为，对任给的四次区间多项式集，

该组条件总是可以满足的，因而认为，上述问题对四次区间多项式集也就完全解决了。但是，

1993 年Betser and Zeheb在文[10]中举出反例说明，文[9]中给出的仅是一个充分性的条件。

当时，即使对于四次稳定的区间多项式集，究竟是否存在一个多项式，使其与该多项式集合

配置成严格正实的有理函数族？一方面，理论上不能正面证明这一结论，另一方面，也从未

发现有反例说明结论不成立，因而成为鲁棒严格正实综合领域著名的公开问题[9][10][13]- 
[15][20] [21]。后来，文[23]充分利用针对稳定多项式线段鲁棒严格正实综合的技巧，给出了

四次区间稳定多项式集鲁棒严格正实综合正面肯定的答案。 
另外，文[9][10][12]等还给出了上述问题的一些充分性的条件。但是，这些充分性的条

件对于高阶多项式集的情形来讲，是十分没有效率的。当时文献中鲜见有高于 4 阶情形的例

子。1998 年，文[15]曾给出一个 6 阶区间多项式集的例子，但后来文[18]指出该例子是错误

的。特别地，用文 [18]提供的设计方法，对高阶的多项式线段或区间多项式数值计算上是

有效的，所得到的条件对任意阶的多项式线段[25]或低阶的 ( )4n ≤ 区间多项式[23]情形是充

分必要的。 
上述结果表明，任意阶多项式线段或低阶 ( )4n ≤ 区间多项式的鲁棒稳定性，是实现其鲁

棒严格正实综合的充分必要条件，换句话说，鲁棒稳定性与鲁棒严格正实可综合性，在某些

情况下是等价的，这是具有深刻科学内涵的结论。 
上述所有这些结果均是针对连续时间系统而言的，这些结果可以直接推广到离散时间系

统、甚至D-SPR的情形[20]。上述结果的一个较为全面的综述可见[24]。 
此外，文[22]与[24]中还构造了一个简单的例子，说明多项式线段和区间多项式鲁棒严

格正实综合的技巧，对一般凸多面体多项式集可能[22][24]不适用。这表明多项式线段和区

间多项式鲁棒严格正实综合与凸多面体多项式集的鲁棒严格正实综合具有内在的本质不同。

因此，对高阶区间多项式集的鲁棒严格正实综合就尤为重要。如下的区间系统的鲁棒严格正

实综合问题，仍是理论上尚未解决的具有挑战性的公开问题[9][10][13]-[16][18][20]-[25]。 
区间系统的鲁棒严格正实综合问题 对于阶次大于 4的稳定的区间多项式集，究竟是否

存在一个多项式，使其与该多项式集合配置成严格正实的有理函数族？或者，大于 4阶的区

间多项式集的鲁棒稳定性是否也是其可鲁棒严格正实综合的充分必要条件？ 

从我们计算的大量数值例子来看，给定稳定的区间多项式集，这样的多项式都可以找到， 
尚未发现反例，因此，我们推测该问题可能会有正面肯定的答案。 
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