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基本方程 控制方程的推导

基本方程

假设其余两个方向上声波均匀分布，可用一维声波简化模拟；

当声源尺寸<空间区域的特征尺度时，三维声波满足

∂ρ′

∂t + ρ0∇ · v⃗ = 0. (1)

在笛卡尔坐标系中采用爱因斯坦约定求和，可写为

∂ρ′

∂t + ρ0
∂vi

∂xi
= 0. (2)
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基本方程 控制方程的推导

基本方程

同样对表面考虑动量定理，有

ρ0
∂v⃗
∂t + ∇p′ = 0. (3)

该方程是向量方程，在三个方向分别写出则为

ρ0
∂vi

∂t +
∂p′

∂xi
= 0, i = 1, 2, 3. (4)

(1)式对时间求导，将(3)式代入后，考虑到p′ = c2ρ′，有

1

c2

∂2p′

∂t2 −∇2p′ = 0. (5)

同样道理，(3)式对时间求导，将(1)式代入后，有

1

c2

∂2v⃗
∂t2 −∇(∇ · v⃗) = 0. (6)

考虑到∇(∇ · v⃗) = ∇2v⃗ + ∇× (∇× v⃗)，假设声音的速度场无涡量，即∇× v⃗ = 0,
得速度v⃗也满足波动方程

1

c2

∂2v⃗
∂t2 −∇2v⃗ = 0. (7)
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基本方程 声场速度势

声场速度势

对方程(3)求涡量，考虑到∇× (∇p′) = 0，有 ∂(∇×v⃗)
∂t = 0.

所以若初始无旋，则∇× v⃗ ≡ 0，即声场为有势场。

对有势场，可以假设v⃗ = ∇φ，代入(3)式有∇(ρ0
∂φ
∂t + p′) = 0，可以得到

p′ = f(t) − ρ0
∂φ

∂t , (8)

在假设只与时间相关的函数f(t)满足f̈ = 0时，φ也满足波动方程

1

c2

∂2φ

∂t2 −∇2φ = 0. (9)

在以下几种情况下，可以将关于势函数的波动方程化为椭圆形的Laplace方程
I 流动为不可压缩流时，声速c → ∞，
故{ 1

c2
∂2φ
∂t2 −∇2φ = 0}|c→∞ = −∇2φ = 0.

I 在接近于稳态流动的时候∂2/∂t2 = 0,也有∇2φ = 0.

huangxun@pku.edu.cn (黄迅) 计算气动声学 Oct 2010 4 / 9



基本方程 能量关系

三维声波的能量关系
方程(9)两端同时乘以 ρ0

c2
∂φ
∂t，第一项为：

ρ0

c2

∂φ

∂t
∂2φ

∂t2
=

∂

∂t
{

ρ0

2c2
(
∂φ

∂t
)2} =

∂

∂t
{

p′2

2ρ0c2
}

第二项为：

c2ρ0

c2

∂φ

∂t
∇2φ = ρ0

∂φ

∂t
∂2φ

∂xi∂xi

=
∂

∂xi
{ρ0

∂φ

∂t
∂φ

∂t
} − ρ0

∂2φ

∂xi∂t
∂φ

∂xi

= −
∂

∂xi
(p′vi) −

∂

∂t
(
1

2
ρ0v2)

将两项相加后有
∂

∂t{
1

2

p′2

ρ0c2
+

1

2
ρ0v2} +

∂(p′vi)

∂xi
= 0 (10)

其中ek = 1
2
ρ0v2为动能密度，ep = p′2

2ρ0c2为势能密度，I⃗ = pv⃗为intensity，有如下关系

∂

∂t (ek + ep) = −∇ · I⃗ (11)
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一些简单的三维声波情形 球面声波情形(spherical wave)

球面声波(spherical wave)
假设球心在原点的球面波，压强和速度只为时间t和半径r的函数

在球坐标下，Laplace算子表示为

∇2 =
1

r2
∂

∂r
(r2 ∂p′

∂r
) +

1

r2sinθ

∂

∂θ
(sinθ

∂p′

∂θ
) +

1

r2sinθ

∂2p′

∂φ2
.

考虑到该情况下在θ, φ方向上并无变化，故方程写为：

1

c2

∂2p′

∂t2 =
1

r2
∂

∂r (r2 ∂p′

∂r ). (12)

经过简单的变换有
1

c2

∂2

∂t2 (rp′) − ∂2

∂r2 (rp′) = 0, (13)

其解形式为p′(r, t) = f(r − ct)/r + g(r + ct)/r.
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一些简单的三维声波情形 球面声波情形(spherical wave)

球面声波(spherical wave)

f(r − ct)/r表示向外传播的波，g(r + ct)/r表示自外向内传播的波
I 因果条件：源点处的行为不应该受到以前声波的影响
I 辐射条件(Sommerfeld)：在开空间中，方程的解应满足r{ ∂p′

∂t + c ∂p′

∂r }|r→∞ = 0

显然，只有形式为f(r − ct)/r的解满足以上两个条件，假设波的形式
为p′ = Aeiω(t−r/c)

r ，A是一个复常数，根据ρ0∂u/∂t = −∂p′/∂r, 有

u(r, t) =
A

iωρ0
{ iω

cr +
1

r2 }eiω(t−r/c) =
A
r eiω(t−r/c−ϕ/ω)

p

1 + (c/ωr)2
ρoc , (14)

其中ϕ = arctan(c/ωr)，可以通过上面的式子，根据边条件确定出常数A
球面波速度与压强的关系为

u(r, t) =

p

1 + (c/ωr)2
ρoc p′(r, t − ϕ

ω
). (15)
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一些简单的三维声波情形 球面声波情形(spherical wave)

三维声波场的另一种阐述

若ϕ为波动方程的解，那么 ∂ϕ
∂xi
也是波动方程的解

通过微分运算，可以导出一系列的解来。

假设ϕ = f(r−ct)
r 是一个解，p′(x, t) = ∂

∂x1
{ f(r−ct)

r } = cosθ ∂
∂r{

f(r−ct)
r }(ϕ的存在性

需要注意)，cosθ = x1/r.

考虑一个运动的刚性球，速度为(Ueiωt, 0, 0)的实部，求解其产生的声波的情况。

由于声波的产生在于球的运动引起的振动，将声压写成p′(x, t) = Acosθ ∂
∂r{

eiω(t−r/c)
r }.

在球表面处，u = Ueiωt，假设u(x, t) = B(x)eiωt,有

ρ0
∂u
∂t

= iωρ0u = −
∂p′

∂r
= −Acos ∂2

∂r2
(

eiω(t−r/c)

r
).

通过上式可以得到u的表达式，将边界处的值带入后可以确定A

A =
−iωρ0Ua3eiωa/c

2(1 + iωa/c) − ω2a2/c2
.
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