
第六章第六章第六章第六章

计算生物学的多元统计计算生物学的多元统计

方法方法方法方法

数据，尤其是大量的数据，通常不能提供信息。而统计
学家的目的是揭示这些数据所包含的信息学家的目的是揭示这些数据所包含的信息

——John Tabak

(《Probability & Statistics—The Science of Uncertainty》in 2004)



生命现象生命现象

生命科学生命科学

生命现象生命现象
多样性
重复性生命科学生命科学 重复性
复杂性
随机性

统计分析方法统计分析方法

多元统计分析方法多元统计分析方法

多元回归分析方法多元回归分析方法多元回归分析方法多元回归分析方法
多元判别分析方法多元判别分析方法
聚类分析方法聚类分析方法
主成分分析方法主成分分析方法
相关性分析方法相关性分析方法

…………

随机现象的多变量、多因素
战争的胜负
经济的衰退与复苏经济的衰退与复苏
医学病症诊断
生态环境生态环境
生物的进化
……

运用数理统计方法研究多变量、多因素问题
多元统计分析理论和方法多元统计分析理论和方法

多元统计分析多元统计分析

研究多元变量的统计规律性，是一元统计学的推广，同时又
有多元随机变量特有的问题。



多元统计分析的主要研究内容和方法多元统计分析的主要研究内容和方法

1928年，Wi h 《多元正态总体样本协方差矩阵的精确1928年，Wishart《多元正态总体样本协方差矩阵的精确
分布》

11、降维问题（简化数据结构）、降维问题（简化数据结构）

（1）将某些较复杂的数据结构通过变量变换等方法使相互
依赖的变量变成互不相关的变量
（2）把高维空间的数据投影到低维空间，使问题得到简化（2）把高维空间的数据投影到低维空间，使问题得到简化
同时损失的信息不太多。

主成分分析
因子分析
对应分析

22、归类问题、归类问题

对所考察的观测样本（或变量）按照相似程度进行分类、归
类

聚类分析
判别分析判别分析



33、变量间的相互联系、变量间的相互联系

（1）相互依赖关系：分析一个或几个变量的变化是否依赖
于另一些变量的变化。建立变量间的定量关系，并用于预测或于另一些变量的变化。建立变量间的定量关系，并用于预测或
控制

回归分析

（ ）变量间的相互关系：分析两组变量间的相互关系（2）变量间的相互关系：分析两组变量间的相互关系

典型相关性分析典型相关性分析

44、多元数据的统计推断、多元数据的统计推断

参数估计
假设检验

55、多元统计分析的数学理论基础、多元统计分析的数学理论基础55、多元统计分析的数学理论基础、多元统计分析的数学理论基础

多维随机向量多维随机向量
多维正态随机向量
多元统计量



散点图散点图

多元统计数据的图表示法多元统计数据的图表示法

散点图散点图
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轮廓图轮廓图轮廓图轮廓图



雷达图雷达图
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§§6.16.1§§6.16.1

回归分析方法回归分析方法
(Regression analysis)(Regression analysis)(Regression analysis)(Regression analysis)

生命活动和过程中不同现象之间的关系生命活动和过程中不同现象之间的关系

变量与变量的关系：
确定性关系

函数关系函数关系

U=IR
确定性关系 v=gt

变量与变量的关系
……

变量与变量的关系：
非确定性关系 统计相关统计相关

（具有统计规律）（具有统计规律）
Y=f(x1, x2, …, xn)+

回归分析方法回归分析方法回归分析方法回归分析方法



回归分析的基本问题回归分析的基本问题

 R i h l i b Regression: the relation between 
selected values of x and observed 
values of y (from which the mostvalues of y (from which the most 
probable value of y can be predicted 
for any value of x)y )
（“regression”来源于F. Galton，他曾对亲
子间的身高做研究，发现父母的身高虽然会遗
传给子女，但子女的身高却有逐渐“回归到中
等即人的平均值”的现象。）

 寻求表达量Y与x1, x2, …, xn的

相关关系的经验回归方程经验回归方程，简称回回相关关系的经验回归方程经验回归方程，简称回回
归方程归方程

因果关系因果关系 因果关系因果关系
regression toward the mean

利用回归方程，在一定可靠度的要求下，预估当自变量
x1, x2, …, xn取确定值时，随机变量Y的取值，称为预测预测问题问题；

为使Y在给定的范围内取值，利用回归方程，控制自变
量x1, x2, …, x 的取值范围，称为控制问题控制问题。量x1, x2, …, xn的取值范围，称为控制问题控制问题。

一元回归问题、多元回归问题
多因变量回归问题
线性回归问题、非线性回归问题
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6.1.1  6.1.1  一元线性回归问题一元线性回归问题

x：可控制或可精确观测得到的数据的变量；
Y：与x具有相关关系的随机变量。

环境湿度——xi (i=1, 2, …, n)
细菌生长数量——yi (i=1, 2, …, n)
数据对（样本值）：数据对（样本值）：(xi, yi) i=1, 2, …, n  
散点图(Scatter Graph)

(xi, yi)
不妨假定Y与x具有线性相关关系：

( i, yi)

 bxaY
其中，是数学期望为0的随机变量，假设
满足正态分布，于是：

   bxaYE 



根据样本(xi, yi),  i=1, 2, …, n对系数a、b作出估计，并求得E(Y)的估计
值：

回归值 回归系数
xbay ˆˆˆ 

回归值 回归系数

称为一元线性回归方程一元线性回归方程。

回归直线回归直线
回归直线

回归直线回归直线
回归值回归值
回归系数回归系数

回归直线

求回归方程的两个基本步骤：求回归方程的两个基本步骤：求回归方程的两个基本步骤：求回归方程的两个基本步骤：
1. 求a、b的估计值，从而求出
线性回归方程；

2 作线性相关性检验。2. 作线性相关性检验。

1.     a1.     a、、bb的最小二乘法估计的最小二乘法估计

直线L：y=a+bx
样本点(xi, yi),  i=1, 2, …, n

定义离差平方和为：

     
nn

bxaybaQ 22    



i

ii
i

i bxaybaQ
11

, 

Q(a b)表示点(x y ) i=1 2 n与直线L的Q(a, b)表示点(xi, yi),  i=1, 2, …, n与直线L的
偏离程度。

满足：满足：

   baQbaQ ,minˆ, 

的 称为a, b的最小二乘估计值最小二乘估计值。ba ˆ,ˆ



根据多元函数达到极值的条件，令：
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可以证明（略），当xi不全相同时，上述方程组有且存在唯一解。

解得：解得：

xbya  ˆˆ

xxxy SSb ˆ
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可以证明（略）， 是 b的最小方差无偏估计。b̂ˆ可以证明（略）， 是a, b的最小方差无偏估计。

线性回归方程可改写为：

ba,ˆ

)(ˆˆ xxbyy 



2.     2.     线性相关性检验线性相关性检验

运用方差分析。考虑样本离差平方和（总和）样本离差平方和（总和）：
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U：回归值的离差平方和，由n个xi的离散性通过x对Y的相关关系造成
称为回归平方和（回归和）回归平方和（回归和）

Q：x对Y的非线性影响以及试验的随机误差（数据的随机涨落）造成Q：x对Y的非线性影响以及试验的随机误差（数据的随机涨落）造成
称为剩余平方和（余和）剩余平方和（余和）



（（11））.     .     rr检验法检验法

考虑回归和 相对于总和 的比：考虑回归和U相对于总和Syy的比：

1
2

xySU 1
yyxx

y

yy SSS

定义定义：定义定义：

xyS
r 

yyxx SS
r

称为相关系数相关系数。

相关系数r：|r|1
|r|越大，线性相关关系越显著；

称为相关系数相关系数。

|r|越大，线性相关关系越显著；
r=0，Y与x不存在线性相关关系；

|r|=1，Y与x完全线性相关（完全正/负相关）

采用相关系数r为统计量，当：

 2 nrr   

时，认为在显著性水平下，线性回归显著。
数据点数目

相关系数临界值相关系数临界值r r ((nn--2)2)表表

n-2        0.10 0.05 0.02 0.01 0.001
1 0.98769 0.99692 0.999507 0.999877 0.9999988

相关系数临界值相关系数临界值 (( ))表表

…
7 0.5822 0.6664 0.7498 0.7977 0.8982
8 0 5494 0 6319 0 7155 0 7646 0 87218 0.5494 0.6319 0.7155 0.7646 0.8721
…

100 0.1638 0.1946 0.2301 0.2540 0.3211



（（22））.     .     FF检验法检验法

计算F值：

 
UF  2nQ

F

显然，F值越大，U在总和中所占比例越大，回归性也越显著。

数据点数目

显然，F值越大，U在总和中所占比例越大，回归性也越显著。
当：

 21  nFF  2,11  nFF 

时，认为在显著性水平下，线性回归显著。

查表：F分布表（略）

3.     3.     例子例子

x 0 4 10 15 21 29 36 51 68xi
0 4 10 15 21 29 36 51 68

yi
66.7 71.0 76.3 80.6 85.7 92.9 99.4 113.6 125.1

根据散点图，确定回归方程形式

xbay ˆˆˆ 

计算得到：计算得到：

406083534
1.900.26 

SS
yx

507867ˆ87060ˆ
3084

40608.3534
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xxxy

5078.67ˆ8706.0  ab

xy 8706.05078.67ˆ 



线性相关性检验：

S
99896.0

yyxx

xy

SS
S

r

查表得：

89820)7(79770)7( 8982.0)7(7977.0)7( 001.001.0  rr

显然，在显著性水平=0.001下，Y与x的线性相关关系高度显著。显然，在显著性水平 下， 与 的线性相关关系高度显著。

6.1.2  6.1.2  可线性化的曲线回归可线性化的曲线回归

方法：变量替换

1. 1. 双曲线型双曲线型
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2. 2. 指数曲线型指数曲线型

bxaey  aey 
若a>0，则令v=lny，得到：

bxav  ln
若a<0，则令v=ln(-y），得到：若a<0，则令v ln( y），得到：

bxav  )ln(

3. 3. 幂函数型幂函数型

0b 0 xaxy b

若a>0，则令v=lny，u=lnx，得到（a<0情况类推）：若a>0，则令v lny，u lnx，得到（a<0情况类推）：

buav  ln

4. 4. 对数曲线型对数曲线型

xbay log xbay log
令u=logx，得到：

bbuay 

bl
令v=logy，得到：

bxay log

bbxav 

xbay loglog 
令u=logx， v=logy，得到：令u logx， v logy，得到：

buav 



5. S5. S曲线型曲线型

xbea
y 


1
bea 

令：

yveu x 1 

得到：得到：

buav 

6.1.3  6.1.3  多元线性回归问题多元线性回归问题

： 个可控制或可精确观测得到的数据的变量；x1, x2, …, xr：r个可控制或可精确观测得到的数据的变量；
Y：与x1, x2, …, xr具有相关关系的随机变量。

不妨假定 与 具有线性相关关系：不妨假定Y与x1, x2, …, xr具有线性相关关系：

 rr xbxbxbbY ...22110

其中，是数学期望为0的随机误差，且满足正态分布。
对于n组样本观察值（n>r）：
xi1, xi2, …, xir (i=1, 2, …, n)
yi (i=1, 2, …, n)

多元线性回归模型为：

  niE
xbxbxbby iirriii

210
...22110







  niE i ,...,2,10 
其中，i互不相关。



记



















b
by 011 














































nnn b

b

y

y
.........

122 bεY

















 r

r

xx
xx

.........
..1
...1

221

111

X





 nrn xx ...1 1

多元线性回归模型可写成：







0ε

εXbY

)(E )(

1.     1.     回归系数回归系数bb的最小二乘估计的最小二乘估计

定义离差平方和：定义离差平方和：

     
n

irriii xbxbxbbyQ 2
22110 ...b

i 1

定义定义：在多元线性回归模型中，若存在b的估计值 ，则对于任意一组实b̂定义定义：在多元线性回归模型中，若存在 的估计值 ，则对于任意一组实
数b0, b1, …, br构成的向量，都成立不等式

 bb QQ )ˆ(  bb QQ )(
称 是b的最小二乘估计。b̂

定理定理：在多元线性回归模型中，设矩阵X列线性无关，则唯一存在b的最小
二乘估计 b̂

YXXXb   1)(ˆ



2.     2.     计算回归系数计算回归系数b̂

令 ，得到方程组：rj
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问题：求解上述方程组。
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3.     3.     显著性检验显著性检验

Syy：样本离差平方和样本离差平方和
U：回归平方和（回归和）回归平方和（回归和）
Q：剩余平方和（余和）剩余平方和（余和）

QUyyS
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i
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2)(

Q：剩余平方和（余和）剩余平方和（余和）
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6.1.4  6.1.4  逐步回归问题逐步回归问题

理想的多元回归效果理想的多元回归效果

选取对Y有显著关联的自变量x1, x2, …, xk进行回归，剔除
关联较小的自变量；关联较小的自变量；

对于相互关联很强的自变量xi, xj, …, xk，只要从中选取一j

个对Y有显著关联的自变量进行回归；

逐步回归逐步回归



基于逐步筛选法的逐步回归基于逐步筛选法的逐步回归

逐个引入自变量，每次引入对Y影响最显著的自变量，并
对原有变量逐个进行检验（如F检验），把变为影响不显著的
自变量逐个剔除。最终得到的回归方程既不漏掉对Y影响显著自变量逐个剔除。最终得到的回归方程既不漏掉对Y影响显著
的自变量，又不包含对Y影响不显著的变量。

引入自变量的显著性水平1

剔除自变量的显著性水平2

逐步回归的逐步回归的
基本步骤基本步骤

对不在方程中的 否对不在方程中的
自变量能否引入？

能

否

引入自变量引入自变量 筛选结束筛选结束

能

对已在方程中的
否

自变量能否剔除？

能

剔除自变量剔除自变量

能



§§6.26.2§§6.26.2

判别分析方法判别分析方法
((DiscriminantDiscriminant analysis)analysis)((DiscriminantDiscriminant analysis)analysis)

判别分析判别分析

用于判别样品所属类型的统计分析方法用于判别样品所属类型的统计分析方法
基因识别：根据某一DNA序列的核苷酸组分、功能信号特

征等指标，判别是否编码蛋白序列？征等指标，判别是否编码蛋白序列？
药物设计：通过对先导化合物的一系列指标（溶解性、代

谢稳定性、毒性等）的计算预测，综合判别化合物的类药性谢稳定性、毒性等）的计算预测，综合判别化合物的类药性
医学诊断：某一病人肺部存在阴影，判别:

肺结核？良性肿瘤？肺癌？
人类考古学：根据头盖骨的特征，判别：民族、性别、生人类考古学：根据头盖骨的特征，判别：民族、性别、生

活年代？
股票分析预测：股票分析预测：
气象分析预测：
自然灾害分析预测：自然灾害分析预测：
……



判别分析问题的数学描述判别分析问题的数学描述

设有k类n维的总体G1, G2, …, Gk，
(1) 它们的分布特征已知，可以表示为F ( ) F ( )(1). 它们的分布特征已知，可以表示为F1(x), F2(x), …, 

Fk(x)
(2).或者知道来自各个总体的样本（训练样本）。(2). 或者知道来自各个总体的样本（训练样本）。

对于给定的一个未知样品X（检测样本），判别X属于哪
类总体。类总体。

多元的 复杂的 高度综合的统计分析问题• 多元的、复杂的、高度综合的统计分析问题

训练样本
训练集

Learning set
检测样本
检测集

Test set

学习(Learning) 检测(Test) 评价
(Evaluation)

判别准则判别准则

判别效率判别效率

(Evaluation)

判别效率判别效率

Fisher判别法
距离判别法
Bayes判别法
逐步判别法

判别分析的原理判别分析的原理

逐步判别法
……



6.2.1  6.2.1  FisherFisher线性判别法线性判别法

FisherFisher判别的基本思想判别的基本思想FisherFisher判别的基本思想判别的基本思想
将 k组n维的数据投影到某一个方向，使得投影后的组与组之间尽可
能地分开。

x2

G1

L: c1x1+c2x2－c=0

令：F(x1,x2)=c1x1+c2x2

F(x1,x2): 判别函数
判别值c：判别值

GG2

x
平面上两类数据训练样本的散点图

（两组数据样本在平面上存在一个合理的分界线L）

x1



已知已知：数据属性有 个，每个数据点为 维向量 ：已知已知：数据属性有n个，每个数据点为n维向量X：

),...,,( 21 nxxxX

已知总体数据分为两类： G1和G2 ，总体G1有p个样本，总体G2有q个样
本。

属 性 （分量）属 性 （分量）

1 2 … n
1     X1

(1) x11
(1) x12

(1) … x1n
(1)

总体G1

(i=1, …, p)

1 11 12 1n

… … … … …
i     Xi

(1) xi1
(1) xi2

(1) … xin
(1)

… … … … …
p    Xp

(1) xp1
(1) xp2

(1) … xpn
(1)

1     X1
(2) x11

(2) x12
(2) … x1n

(2)

总体G2 

(i=1, …, q)

… … … … …
i      Xi

(2) xi1
(2) xi2

(2) … xin
(2)

… … … … …
q      Xq

(2) xq1
(2) xq2

(2) … xqn
(2)

目标目标：求解在n维空间中总体G1和总体G2的最优分界平面。

定义线性判别函数为：

xCxCxCxxxF )( nnn xCxCxCxxxF  ...),...,,( 221121

其中{Ci } (i = 1, 2, …, n)为常数（待定系数）。

若判别值为 C，对于任何未知数据点X(x1, x2, …, xn)，代入判别函数，依
据F (x1, x2, …, xn)与C值的比较，可以判别点X属于哪一类。( 1 2 n)

1、确定待定系数Ci (i = 1, 2, …, n)

2、确定判别值C2、确定判别值C



将类G 的 个点、类G 的 个点分别代入判别函数：

11、确定待定系数、确定待定系数CCii

将类G1的p个点、类G2的q个点分别代入判别函数：

pixCxCxCy inniii ,...,1... )1()1(
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令：

2)2()1( )( 2)2()1( )( yyA 

 是关于待定系数{C }的函数，与G 和G 两类点的几何中心的距离相关。A是关于待定系数{Ci }的函数，与G1和G2两类点的几何中心的距离相关。
显然，判别函数F (x1, x2, …, xn)应该使A值越大越好。



令：
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iB yyyy
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1
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B也是关于待定系数{Ci }的函数，与G1和G2两类点的相对于各自几何中心
的离差相关。显然，判别函数F (x1, x2, …, xn)应该使B值越小越好。的离差相关。显然，判别函数 ( 1, 2, , n)应该使 B值越小越好。

构造函数I：

 yy 2)2()1(  
    


 q

i

p

i
B

A
n

yyyy

yyCCCII
2)2()2(2)1()1(

21 ),...,,(



   
 i

i
i

i yyyy
11

选择合适的待定系数C (i 1 2 )，选择合适的待定系数Ci (i = 1, 2, …, n)，
使得函数I(C1, C2, …, Cn)达到极大值。
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消去非零的因子，得到求解待定系数(C1, C2, …, Cn)的线性方程组：
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22、确定判别值、确定判别值CC

判别函数已知，不妨写成：判别函数已知，不妨写成：

nn xCxCxCy  ...2211

将G1的p个点、 G2的q个点分别代入判别函数：
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对G1、G2的(p+q)个点的判别函数值取总体的平均值：
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显然，值是两类点的判别函数值的加权平均，处于两类判别函数平均值之

yqyp  )2()1(

间，也等价于两类点的总体几何中心的判别函数值。因此，将判别值C取
为值：

qp
yqypC





)()(

R. A. Fisher (1890-1962)
英国统计学家、遗传学家

剑桥大学剑桥大学Caius 
College宴会厅里的
染色玻璃窗，上方
的彩绘方格用以纪的彩绘方格用以纪
念拉丁方阵（Latin 
square），下方的
白色文字则是为了白色文字则是为了
纪念R. Fisher。

“几乎独自建立现
代统计科学的天才”

“达尔文最伟大的
继承者”



线性 的基本线性 的基本33、、FisherFisher线性判别的基本步骤线性判别的基本步骤

问问 题题
已知数据样本点分为两类： G1和G2 ， G1有p个点， G2有q个点。求出判别
函数F (x1, x2, …, xn)和判别值C。对于任何未知数据点X(x1, x2, …, xn)，依据
F (x1, x2, …, x )与C值的比较，判别点X属于哪一类。

属 性 （分量）

1 2 n

F (x1, x2, …, xn)与C值的比较，判别点X属于哪一类。

1 2 … n

G1

1     X1
(1) x11

(1) x12
(1) … x1n

(1)

… … … … …
i X (1) (1) (1) (1)1

(i=1, …, p)
i     Xi

(1) xi1
(1) xi2

(1) … xin
(1)

… … … … …
p    Xp

(1) xp1
(1) xp2

(1) … xpn
(1)

G2

(i 1 )

1     X1
(2) x11

(2) x12
(2) … x1n

(2)

… … … … …
i      Xi

(2) xi1
(2) xi2

(2) … xin
(2)

(i=1, …, q) i i1 i2 in

… … … … …
q      Xq

(2) xq1
(2) xq2

(2) … xqn
(2)

STEP 1STEP 1

先对样本点数据X (1)(x (1) x (1) x (1))（ i=1 p）、 X (2)(x (2) x先对样本点数据Xi
( )(xi1 

( ), xi2 
( ), …, xin 

( ))（ i=1, …, p）、 Xi
( )(xi1 

( ), xi2 
(2), …, xin 

(2))（ i=1, …, q）分别计算以下求和以及平均值：
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STEP 2STEP 2

计算d和S ，注意对称性S = S ：计算di和Sij，注意对称性Sij = Sji：
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STEP 3STEP 3

解线性代数方程组：解线性代数方程组：

nn dCSCSCS  ... 11212111

nn dCSCSCS  ... 22222121

nnnnnn dCSCSCS  ...
......

2211

若方程有解，得到判别函数F：

nnn xCxCxCxxxF  ...),...,,( 221121



STEP 4STEP 4

将平均值代入判别函数，然后计算判别值C：

)1()1()1()1( xCxCxCy  2211 ... nn xCxCxCy 

)()()()( )2()2(
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yqypC  )2()1(
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STEP 5STEP 5

对未知数据X(x x x )进行判别：将数据X(x x x )代入判别函数F，对未知数据X(x1, x2, …, xn)进行判别：将数据X(x1, x2, …, xn)代入判别函数F，
与判别值进行比较，判别其属于哪一类。

nn xCxCxCy  ...2211
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44、、FisherFisher线性判别的应用举例线性判别的应用举例

DNA序列上ORF是否编码蛋白的判别：依据ORF长度和密码子频率两个

x2

序列上 是否编码蛋白的判别：依据 长度和密码子频率两个
属性进行打分，得到x1, x2，在(x1 , x2)平面上进行Fisher线性判别分析。

2

ORF序号 x1 x2 类别

1 0.5 0.7 1(编码)

2 0.4 0.3 2 (非编码)

3 0.7 0.8 2 (非编码)

4 0.8 0.6 2 (非编码)

5 0.3 0.6 1 (编码)

6 0.2 0.5 1 (编码)

7 0.6 0.6 1 (编码)

8 0 9 0 6 2 非编码

x1

8 0.9 0.6 2 (非编码)

9 0.5 0.4 2 (非编码)

 6604
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55 逐级逐级Fi hFi h 判别法判别法55、逐级、逐级FisherFisher判别法判别法
x2

GG3

G
G1

G2

x1



66、、FisherFisher判别法小结判别法小结

基本思想：基本思想：投影。使得投影后各组尽可能分开。

本质上是基于微分寻优的方法

局限局限
1、可能陷入局部最优的判别结果；
、对数据属性各变量的要求较为苛刻，如正态性、相互独2、对数据属性各变量的要求较为苛刻，如正态性、相互独

立性等；
3、对于类别数目太多的判别问题，采用逐级判别比较麻烦、3、对于类别数目太多的判别问题，采用逐级判别比较麻烦、
累赘。

6.2.2  6.2.2  距离判别法距离判别法

距离判别的基本思想距离判别的基本思想

样品与哪一类总体的距离最近，就判别它属于哪一类总体。

距离的定义距离的定义

绝对距离绝对距离
相对距离



11、马氏（、马氏（MahalanobisMahalanobis）距离）距离

定义：定义：MahalanobisMahalanobis距离距离定义：定义：MahalanobisMahalanobis距离距离

设总体G为n维变量，即含有n个属性指标(x1, x2, …, xn)。已知总体G中的
个样品 ， 。总体均值可用样本均值估计：t个样品Xk (xk1, xk2, …, xkn)，k=1, 2, …, t。总体均值可用样本均值估计：
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t

k
kii ,...,2,11

1
 



则对于任一点X(x1, x2, …, xn)，定义点X与总体G的Mahalanobis距离为：

t k 1

)()(),( 12 XXSXXGXd  

则对于任一点 ( 1, 2, , n)，定义点 与总体 的 距离为：

t1

其中，矩阵S＝(sij)n×n为：
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矩阵S称为协方差矩阵（covariance matrix），反映总体G的属性指标中第
个分量与第个分量的相关性。i个分量与第j个分量的相关性。

特别地，当n=1时，假定总体G符合正态分布，Mahalanobis距离为：

2

2

2
2 )()()(),(  





xxxGXd 22 



绝对距离与绝对距离与 距离的比较距离的比较

p(x) 2
2 )()( xGXd

绝对距离与绝对距离与MahalanobisMahalanobis距离的比较距离的比较

G1:N(,1)
2
1

1
2 )(),(




GXd

x
p(x) | |p(x) |x-|

2)( x
G2:N(,2) 2

2
2
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xGXd

x

P CP C MahalanobisMahalanobisP. C. P. C. MahalanobisMahalanobis
(1893(1893––1972)1972)

Indian scientist and applied statistician He isIndian scientist and applied statistician. He is 
best remembered for the Mahalanobis distance, 
a statistical measure. He made pioneering 
studies in anthropometry in India He foundedstudies in anthropometry in India. He founded 
the Indian Statistical Institute, and contributed 
to the design of large scale sample surveys.



22、两类总体的、两类总体的MahalanobisMahalanobis距离判别方法距离判别方法

已知已知：考虑具有 个属性的两类总体G 、G ，已知G 的 个训练样本， G已知已知：考虑具有n个属性的两类总体G1、G2，已知G1的p个训练样本， G2

的q个训练样本：
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问题：问题：对于未知样本点X(x1, x2, …, xn)，判别其类型？

G1、G2的总体均值根据样本均值估计得到：
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分别求出总体 、 的协方差矩阵 (1)、 (2)：分别求出总体G1、G2的协方差矩阵SS(1)、SS(2)：
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对于任一新样本X(x1, x2, …, xn)，分别计算它到总体G1、G2的
Mahalanobis距离：
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构造判别函数W(X)：

),(),()( 1
2

2
2 GXdGXdXW 

判别准则为：

0)( GXXW  时

2

1

时，0)(
0)(

GXXW
GXXW



 时，



特例特例：考虑n=1的两类正态总体：
G1：N(1, 1)
G2：N(2, 2)2： (2, 2)

p(x)

G1:N(1,1)

G2:N(2,2)

x1 2

2

2
2

1

1
1 ),(),(





 





x

GXd
x

GXd

不妨设2 > 1， 2 > 1，且检测值满足2 >x> 1，则：
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于是，判别准则为：

1时，0)( GxxW 

2时，0)( GxxW 
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p(x)

G1:N(1,1)

G2:N(2,2)

x1 2*
（阈值点）

33、多类总体的、多类总体的MahalanobisMahalanobis距离判别方法距离判别方法

已知已知：考虑具有n个属性的m类总体Gl ( l = 1, 2, …, m) ，每类总体已知tl

(l=1, 2, …, m)个训练样本：
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问题：问题：对于未知样本点X(x1, x2, …, xn)，判别其类型？



类似地，分别计算点 到每一类 的 距离类似地，分别计算点X(x1, x2, …, xn)到每一类Gl的Mahalanobis距离d2(X, 
Gl )。
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比较找到其中的最小距离：

 )(min)( 22 GXdGXd  ),(min),(
,...,2,1 lmli GXdGXd




点X( )到类G的距离d2(X G )最小，最后判别点X( )点X(x1, x2, …, xn)到类Gi的距离d2(X, Gi )最小，最后判别点X(x1, x2, …, xn)
属于第 i 类。



6.2.3  6.2.3  判别效果的评价判别效果的评价

N(G |G )N(G1|G2)

错判损失错判损失

N(G2|G1)

p(x) 错判率错判率

G N( )G1:N(1,1)

G2:N(2,2)

 x1 2

*

P(G1|G2) P(G2|G1)



11、检验判别效果的方法、检验判别效果的方法

训练集（训练集（ ））：训练样本集训练集（训练集（Learning setLearning set））：训练样本集
检测集（检测集（Test setTest set））：检测样本集（类别未知）

（（11）训练集的回判）训练集的回判（（11）训练集的回判）训练集的回判

利用训练集作为检测集利用训练集作为检测集：：用判别方法对已知类型的样本进行
回判，统计判错的个数以及占样本总数的比例，作为错判率
的估计。

特点特点：：低估错判率。

（（22）从训练集中构造检测集）从训练集中构造检测集

已知数据集已知数据集

α％ (100-α)％

训练集 检测集

学习 检测 评价

判别效率判别效率

判别准则判别准则

判别效率判别效率



（（33）刀切法（）刀切法（JackJack--knife Methodknife Method））

“舍一法（Leaveone-out）”
“Lachenbruch删除法”Lachenbruch删除法
“交叉确认法(Cross-validation)”

基本思想：
(1). 每次从训练样本集中剔除1个样本X' ；
(2) 利用其余的样本（数量为 ＋ －1）作为训练集来训练得(2). 利用其余的样本（数量为p＋q－1）作为训练集来训练得
到判别准则;
(3).根据判别准则对样本X'进行判别；(3). 根据判别准则对样本X  进行判别；
(4). 对训练样本中的每个样本依次重复进行，记录判别对错
的个数；
(5). 计算错判率。

22、检验判别效果的几个指标、检验判别效果的几个指标

检测结果

实际归类
Predicted G1 Predicted G2 合计

R l G N(G |G ) N(G |G ) NrealReal G1 N(G1|G1) N(G2|G1) Nreal
1

Real G2 N(G1|G2) N(G2|G2) Nreal
2

合计 Npred Npred合计 Npred
1 Npred

2

错判率错判率（貌似错判率）：

realreal NN
GGNGGN 1221 )()( 

realreal NN 21 



敏感性（sensitivity，Sn）：

realreal N
GGN

Sn
N

GGN
Sn

2

22)2(

1

11)1( )()(


21

特异性（ ifi it ，S ）：特异性（specificity，Sp）：

GGNGGN )()(
predpred N

GGN
Sp

N
GGN

Sp
2

22)2(

1

11)1( )()(


检验判别效果举例：检验判别效果举例：
真核基因内含子剪接位点信号的识别真核基因内含子剪接位点信号的识别

供体位点 受体位点

R = A or G

供体位点 受体位点

R  A or G
Y = C or U
N = A, G, C or U



供体信号GU识别结果：
被识别为真信号 被识别为假信号

2832个真信号 2738                               94

检测结果
P di t d G P di t d G 合计

个真信号 7 9
136422个假信号 12668                       123754

实际归类
Predicted G1 Predicted G2 合计

Real G1 N(G1|G1)=2,738 N(G2|G1)=94 Nreal
1 =2,832

Real G2 N(G1|G2)=12,668 N(G2|G2)=123,754 Nreal
2 =136,422

合计 Npred
1=15,406 Npred

2 =123,848

貌似错判率：9 2%貌似错判率：9.2%
敏感性Sn ：96.7%        特异性Sp ：17.8%

受体信号AG识别结果受体信号AG识别结果：
被识别为真信号 被识别为假信号

2832个真信号 2692                               140
194409个假信号 22212 1 219194409个假信号 22212                         172197

貌似错判率：11.3%                 Sn = 95.1%            Sp = 10.8%

§§6.36.3§§6.36.3

聚类分析方法聚类分析方法
(Clustering method)(Clustering method)(Clustering method)(Clustering method)



分类问题分类问题

条件条件：：已知研究对象总体的类别数已知研究对象总体的类别数条件条件：：已知研究对象总体的类别数已知研究对象总体的类别数
目及其特征（如：分布规律，或各类目及其特征（如：分布规律，或各类
的训练样本）的训练样本）

判别分析判别分析
(Discriminant(Discriminant的训练样本）的训练样本）

目的目的：：判断未知类别的样本的归属判断未知类别的样本的归属
类别类别

((
Analysis)Analysis)

条件条件：：研究对象总体的类别数目未研究对象总体的类别数目未条件条件：：研究对象总体的类别数目未研究对象总体的类别数目未
知，也不知总体样本的具体分类情况知，也不知总体样本的具体分类情况

目的目的：：通过分析，选定描述个体相通过分析，选定描述个体相
聚类分析聚类分析
(Clustering(Clustering

似程度的统计量、确定总体分类数目、似程度的统计量、确定总体分类数目、
建立分类方法；对研究对象给出合理建立分类方法；对研究对象给出合理
的分类。的分类。(“(“物以类聚”是聚类分析的物以类聚”是聚类分析的

( g( g
Analysis)Analysis)

的分类。的分类。(“(“物以类聚”是聚类分析的物以类聚”是聚类分析的
基本出发点基本出发点 ))

聚类分析聚类分析 （群分析）（群分析）

概概 述述

聚类分析：聚类分析：（群分析）（群分析）
是实用多元统计分析的一个新分支，正处于发展阶段。理论上尚未完善，是实用多元统计分析的一个新分支，正处于发展阶段。理论上尚未完善，

但应用十分广泛。但应用十分广泛。但应用十分广泛。但应用十分广泛。
实质上是一种分类问题，目的是建立一种分类方法，将一批数据按照特实质上是一种分类问题，目的是建立一种分类方法，将一批数据按照特

征的亲疏、相似程度进行分类。征的亲疏、相似程度进行分类。

定性、经验的分类的局限定性、经验的分类的局限
分类较粗、数据量小、凭借经验分类较粗、数据量小、凭借经验

生物信息学中的聚类分析问题生物信息学中的聚类分析问题：
根据根据DNADNA芯片获得的基因表达数据进行基因聚类（数据量庞大）芯片获得的基因表达数据进行基因聚类（数据量庞大）根据根据DNADNA芯片获得的基因表达数据进行基因聚类（数据量庞大）芯片获得的基因表达数据进行基因聚类（数据量庞大）

蛋白质相互作用网络的分类蛋白质相互作用网络的分类
根据不同物种的大分子序列进行相似性比较并构建系统发育树根据不同物种的大分子序列进行相似性比较并构建系统发育树
…………



建立合适的分类方法：建立合适的分类方法：

聚类分析聚类分析

建立合适的分类方法：建立合适的分类方法：
(1). (1). 将一批样本按照亲疏将一批样本按照亲疏
程度进行分类程度进行分类（（QQ型聚类）型聚类）
(2). (2). 将样本的多个变量按照将样本的多个变量按照
相似程度进行分类相似程度进行分类（（RR型聚型聚
类）类）

系统聚类法系统聚类法
类）类）

系统聚类法系统聚类法
((谱系聚类法谱系聚类法))

态 类态 类动态聚类法动态聚类法

最优分割法最优分割法
((有序样本聚类法有序样本聚类法))

图论聚类法图论聚类法

((有序样本聚类法有序样本聚类法))

模糊聚类法模糊聚类法

6.3.1  6.3.1  分类统计量分类统计量————距离、相似系数距离、相似系数

数据变换的目的数据变换的目的 使不同的量纲、不同取值范围的数据能放在

11、数据的变换方法、数据的变换方法

数据变换的目的数据变换的目的：：使不同的量纲、不同取值范围的数据能放在
一起比较。

已知样品数目为，每个样品测得 项属性指标，得到观察数据已知样品数目为t，每个样品测得n项属性指标，得到观察数据
xij ( i =1, … ,t; j=1,…,n)。

X1 … Xj … Xn

X(1) x11 … x1j … x1n

… … …
X(i) xi1 … xij … xin

… … … …
X(t) xt1 … xtj … xtn
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 样本均值：

t i 1

  njxxs
t

11 2  样本标准差：   njxx
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样本标准差：

       njxxR ijtiijtij ,...,1minmax
11




样本极差：

11）、中心化变换）、中心化变换
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变换后：
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22）、标准化变换）、标准化变换

),...,2,1;,...,2,1( njti
s

xx
x
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jij
ij 
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变换后：变换后：

njxx
t

ijj ,...,101
  njx
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jijj ,...,11
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变换后的数据与变量的量纲无关。

33）、极差标准化变换）、极差标准化变换

),...,2,1;,...,2,1( njti
R

xx
x

j

jij
ij 




j

变换后：

njx
t

x
t

i
ijj ,...,101

1
 t i 1

1ijx

njR j ,...,11 

j

j

变换后的数据与变量的量纲无关。



44）、极差正规化变换（规格化变换））、极差正规化变换（规格化变换）

i
1
m in

( 1, 2, ..., ; 1, 2, ..., )
ij kjk t

ij
j

x x
x i t j n

R
 


   

jR

变换后：

10  ijx

njR 11 

ij

njR j ,...,11 

变换后的数据与变量的量纲无关。变换后的数据与变量的量纲无关。

55）、对数变换）、对数变换

)log( xx ijij 

),...,2,1;,...,2,1;0( njtix ij 

可将具有指数特征的数据结构化为线性数据结构。



样 间的 离样 间的 离

距离的定义距离的定义

22、样品间的距离、样品间的距离

用dij表示样品X(i)与X(j)之间的距离，有
• dij 0; 且dij =0 X(i)=X(j);

d d• dij = dji;
• 三角不等式：dij  dik + dkj

已知样品数目为t，每个样品测得n项属性指标，得到观察数据
xij ( i =1, … ,t; j=1,…,n)。

…

…

x1n…x1jx11X(1)

Xn…XjX1

… xin…xijxi1X(i)

………

… xtn…xtjxt1X(t)

…………

11）、）、MinkowskiMinkowski距离距离

1

),...,1,()(

1

1
tjixxqd

qn

k

q
jkikij 








 

1k  

时，得到一阶 度量：

绝对值距离绝对值距离

q=1时，得到一阶Minkowski度量：

n

 ),...,1,()1(
1

tjixxd
k

jkikij  


称为绝对值距离绝对值距离。



q=2时，得到二阶Minkowski度量：

欧氏距离欧氏距离

q 2时，得到二阶Minkowski度量：

)1()()2( 2 tjid
n

 ),...,1,()()2(
1

2 tjixxd
k

jkikij  


称为欧氏距离欧氏距离。称为欧氏距离欧氏距离。

欧氏距离是聚类分析中使用最为广泛的距离，与各变量的量
纲有关。纲有关。

ChebyshevChebyshev距离距离

),...,1,(max)(
1

tjixxd jkikkij 
1 jnkj 

22）、）、LanceLance距离距离

)0;,...,1,(1)(
1





  ij

n

k

jkik
ij xtji

xx
xx

n
Ld

1 k jkik xxn

距离是无量纲的距离Lance距离是无量纲的距离

对大的奇异值不敏感，适合处理高度偏倚的数据对大的奇异值不敏感，适合处理高度偏倚的数据

没有考虑变量间的相关性没有考虑变量间的相关性



33）、）、MahalanobisMahalanobis距离距离

)1(

)()()( )()(
1

)()(

tji
XXSXXMd jijiij



 

),...,1,( tji 

无量纲的距离无量纲的距离

考虑变量间的相关性考虑变量间的相关性

） 斜交空间 离） 斜交空间 离44）、斜交空间距离）、斜交空间距离
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称为斜交空间距离斜交空间距离。

其中kl是变量Xk与Xl之间的相关系数（即表示变量的夹角）。
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33、变量间的相似系数、变量间的相似系数

相似系数相似系数相似系数相似系数
用ckl表示变量Xl与Xk之间的相似系数（相关程度的大小），有

ckl =1  X(k)=X(l)， 0，常数；ckl 1  X(k) X(l)， 0，常数；
对一切k, l都有：| ckl |  1；
对一切k, l都有： ckl = clk

已知样本数目为t，每个样本测得n项属性指标，得到观察数据
xij ( i =1, … ,t; j=1,…,n)。

kl lk

X1 … Xj … Xn

X x x x

xij ( i 1, … ,t; j 1,…,n)。

X(1) x11 … x1j … x1n

… … …
X(i) xi1 … xij … xin

… … … …
X(t) xt1 … xtj … xtn

11）、夹角余弦）、夹角余弦————相似系数相似系数
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ijij




),...,1,( nji 

用两变量夹角来衡量二者的相似程度。用两变量夹角来衡量二者的相似程度。

显然：显然：
当 i = j 时，夹角ij=0，cij(1)=1，表明两变量完全相似；
当夹角ij=  2， cij(1)=0，表明两变量正交，不相关。ij ij( )



22）、相关系数）、相关系数

对数据作标准化处理后的夹角余弦：

))(( xxxx
t



对数据作标准化处理后的夹角余弦：
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用两变量夹角来衡量二者的相似程度。用两变量夹角来衡量二者的相似程度。

显然：显然：
当 i = j 时，cij(2)=1，表明两变量完全相似；
|cij(2)|1

6.3.2  6.3.2  聚类分析方法之一：聚类分析方法之一：
谱系聚类法谱系聚类法(hierarchical cl ster anal sis)(hierarchical cl ster anal sis)谱系聚类法谱系聚类法(hierarchical cluster analysis)(hierarchical cluster analysis)

根据植物种类间形态的根据植物种类间形态的

植物形态分类问题植物形态分类问题

根据植物种类间形态的根据植物种类间形态的
相似程度，得到按相似相似程度，得到按相似
性大小组合的谱系关系性大小组合的谱系关系

谱谱
系系
聚聚基因聚类问题基因聚类问题

根据根据DNADNA芯片获得的基因芯片获得的基因
表达比的相似程度，得到表达比的相似程度，得到

聚聚
类类
法法

基因聚类问题基因聚类问题 按相似性大小组合的谱系按相似性大小组合的谱系
关系关系

法法

物种基因分类问题物种基因分类问题
根据不同物种某一基因序根据不同物种某一基因序
列的相似程度，得到按相列的相似程度，得到按相物种基因分类问题物种基因分类问题 列的相似程度，得到按相列的相似程度，得到按相
似性大小组合的谱系关系似性大小组合的谱系关系



X

X4

X6
X1

X2

X

X2

X4

X5

X4

X3

X1X3
X5

X6

谱系关系图

数学问题数学问题

条件条件：：已知样本数目为t，每个样本测得n项属性指标，得到观
察数据xij ( i =1, … ,t; j=1,…,n)。

X1 … Xj … Xn

X(1) x11 … x1j … x1n

… … …
XX(i) xi1 … xij … xin

… … … …
X x x xX(t) xt1 … xtj … xtn

目的目的 给出t个样本的谱系聚类关系。目的目的：：给出t个样本的谱系聚类关系。



11、谱系聚类法的基本思想和步骤、谱系聚类法的基本思想和步骤

对数据进行变换；
定义样品间的距离（如欧氏距离）、类别之间的距离（如

最短距离）；
首先将t个样品各自视为一类：得到初始的分类G(1) （含有t

类），计算t个样品两两之间的距离，它们等价于初始的类间类），计算t个样品两两之间的距离，它们等价于初始的类间
距离，得到初始的距离矩阵D(1)；
将距离最近的两类合并为一新类，得到新的分类G(2)（含有将距离最近的两类合并为一新类，得到新的分类G （含有

t-1类），并计算新类与其它类的类间距离，得到新的类间距
离矩阵D(2)，再按照最小距离准则并类，得到G(3)（含有t-2
类）、D(3),… 。直到所有样品都并成一类；
画出谱系聚类图，决定分类的个数及各类的成员。

谱系 类法举例谱系 类法举例谱系聚类法举例谱系聚类法举例

已知已知：：根据5种灵长类动物朊粒蛋白的氨基酸序列比较，得
到它们之间的距离矩阵（已经过数据变换处理）。
X(1)：Gibbon（长臂猿）；
X(2)：Symphalangus（猩猩）；X(2)：Symphalangus（猩猩）；
X(3)：Human（人）；
X(4)：Gorilla（大猩猩）；
X ：Chimpanzee（黑猩猩）X(5)：Chimpanzee（黑猩猩）

X(1) X(2) X(3) X(4) X(5)

X(1) 0 1 3.5 5 7(1) 0 3.5 5 7
X(2) 0 2.5 4 6
X(3) 0 1.5 3.5

0 2

构造构造：：

X(4) 0 2
X(5) 0

构造构造：：
样品间距离——欧氏距离；
类间距离——最短距离；



Step 1Step 1

5个物种各自构成1类，得到5类，有：

初始分类G (1) {X }(i 1 2 3 4 5)初始分类G (1)={X(i)}(i=1, 2, 3, 4, 5)
初始类别数目m=5
初始类间距离矩阵D(1)初始类间距离矩阵D

D(1)

X(1) X(2) X(3) X(4) X(5)

X(1) 0 1 3.5 5 7
C(4) X(2) 0 2.5 4 6

X(3) 0 1.5 3.5
X 0 2

C(4)

X(4) 0 2
X(5) 0

Step 2Step 2

由D(1)知，合并X 和X 为一新类C {X X }，有：由D(1)知，合并X(1)和X(2)为一新类C(4)={X(1), X(2)}，有：

新的G (2)={X(3) X(4) X( ) C(4)}新的G ( ) {X(3) , X(4) , X(5) , C(4)}
新的类别数目m=4
新的类间距离矩阵D(2)

D(2)

X(3) X(4) X(5) C(4)

X(3) 0 1.5 3.5 2.5

D

C (3)

X(4) 0 2 4
X(5) 0 6
C 0

C(3)

C(4) 0



Step 3Step 3

由D(2)知，合并X(3)和X(4)为一新类C(3)={X(3), X(4)}，有：

新的G (3) { X C C }新的G (3)={ X(5) , C(4) , C(3)}
新的类别数目m=3
新的类间距离矩阵D(3)新的类间距离矩阵D

D(3)

X(5) C(4) C(3)

D( )

X(5) 0 6 2
C(4) 0 2.5
C(3) 0

C(2)

C(3) 0

Step 4Step 4

由 知，合并 和 为一新类 ，有：由D(3)知，合并X(5)和C(3)为一新类C(2)={X(5), C(3)}，有：

新的G (4)={C C }新的G (4)={C(4) , C(2)}
新的类别数目m=2
新的类间距离矩阵D(4)新的类间距离矩阵

C(4) C(2)

D(4)

(4) (2)

C(4) 0 2.5
C(2) 0

C(1)



Step 5Step 5

由 (4)知，最后合并 和 为一新类 ，有：由D(4)知，最后合并C(4)和C(2)为一新类C(1)={C(4), C(2)}，有：

新的G (5)={C C }新的G (5)={C(4) , C(2)}
新的类别数目m=1
新的类间距离矩阵D(5)新的类间距离矩阵

(5)

C(1)

D(5)

(1)

C(1) 0

Step 6Step 6

画谱系聚类图画谱系聚类图

X(1)

X(2)

Gibbon

Symphalangus X(2)

X(3)

y p g

Human
(3)

X(4)
Gorilla

X(5)

1 2 30

Chimpanzee

3



Step 7Step 7

确定类别的数目以及各类的成员。确定类别的数目以及各类的成员。

X(1)

X(2)

Gibbon

Symphalangus X(2)

X(3)

y p g

Human
(3)

X(4)
Gorilla

X(5)

1 2 30

Chimpanzee

3

22、类间距离的定义、类间距离的定义

影响聚类结果的主要因素影响聚类结果的主要因素

样品间距离的定义dij

类间距离的定义Dij

用G 和G 表示两个类，它们所包含的样品数目分别为t 和t ，用Gp和Gq表示两个类，它们所包含的样品数目分别为tp和tq，
类Gp和Gq之间的距离用Dpq表示。



11）、最短距离）、最短距离

定义定义：： Gp和Gq中最邻近的两个样品的距离为这两个类之间的
距离。

},|min{ qpijpq GjGidD 

讨论（递推公式）讨论（递推公式）：：设Gr是由Gp和Gq合并得到的新类，考虑
G与G（s  p, q）的类间距离（最短距离） D ，有：Gr与Gs（s  p, q）的类间距离（最短距离） Drs，有：

},|min{ srijrs GjGidD 

}min{

}},|min{},,|min{min{ sqijspij

DD
GjGidGjGid





},min{ qsps DD

22）、最长距离）、最长距离

定义定义：： Gp和Gq中相距最远的两个样品的距离为这两个类之间
的距离。

},|max{ qpijpq GjGidD 

讨论（递推公式）讨论（递推公式）：：设Gr是由Gp和Gq合并得到的新类，考虑
Gr与Gs（s  p, q）的类间距离（最长距离） Drs，有：r与 s（ p, q）的类间距离（最长距离） rs，有：

}}|{}|{ {

},|max{ srijrs

GjGidGjGid
GjGidD 

},max{
}},|max{},,|max{max{

qsps

sqijspij

DD
GjGidGjGid





qp



33）、类平均距离）、类平均距离

定义定义：：用G 和G 中每两两样品间平方距离的平均值作为两个类

t t

ij GjGidD
p q

   ,1 22

定义定义：：用Gp和Gq中每两两样品间平方距离的平均值作为两个类
之间的距离。

qp
i j

ij
qp

pq GjGid
tt

D  
 

,
1 1

讨论（递推公式）讨论（递推公式） 设 是由 和 合并得到的新类，考虑讨论（递推公式）讨论（递推公式）：：设Gr是由Gp和Gq合并得到的新类，考虑Gr

与Gs（s  p, q）的类间距离（类平均距离） Drs，有：
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44）、几何中心距离）、几何中心距离

定义定义：：用G 和G 两类几何中心的距离为两个类之间的距离。

 
tt

qp
pq XXdD )()( ,

定义定义：：用Gp和Gq两类几何中心的距离为两个类之间的距离。
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讨论（递推公式）讨论（递推公式）：：设G是由G 和G 合并得到的新类，考虑讨论（递推公式）讨论（递推公式）：：设Gr是由Gp和Gq合并得到的新类，考虑
Gr与Gs（s  p, q）的类间距离（几何中心距离） Drs，有：

 )()( )()( , sr
rs XXdD 



类 的确定类 的确定
问题问题：：谱系聚类图仅仅反映样品间的亲疏、远近关系，本身并没有给出
分类关系。

33、类别数目的确定、类别数目的确定

11）、由临界值确定）、由临界值确定
分类关系。

XX(1)

X(2)

X(3)

X(4)

X(5)

1 20

Dcr1 Dcr2 Dcr3 Dcr4 Dcr5

22）、由数据散点图直观确定）、由数据散点图直观确定

二维散点图二维散点图
三维散点图
高维散点图高维散点图

33）、由统计量确定）、由统计量确定

（略）（略）



44）、确定类别数目的基本原则）、确定类别数目的基本原则

1、各类几何中心之间的距离应该尽可能地大；
2、确定的类中，各类所包含的元素不宜太多；
3、类别数目应该符合实用目的；3、类别数目应该符合实用目的；
4、若采用几种不同的聚类方法，在不同的谱系聚类图中应该
发现相同的类。发现相同的类。

6.3.3  6.3.3  聚类分析方法之二：聚类分析方法之二：
动态聚类法动态聚类法动态聚类法动态聚类法

静态：一次分类静态：一次分类
计算量大计算量大计算量大计算量大
不适合处理大样本问题不适合处理大样本问题

谱系聚类法谱系聚类法

动态：逐步分类动态：逐步分类
计算量较小计算量较小动态聚类法动态聚类法
适合处理大样本问题适合处理大样本问题

动态聚类法动态聚类法

基本思想基本思想

首先粗略分类，然后按照某种最优原则首先粗略分类，然后按照某种最优原则
修改不合理的分类，直至分类合理。



分类是否 是是分类是否
合理？

是是

选取
聚类种子点 初始分类初始分类 否否聚类种子点
(Cluster seeds)

初始分类初始分类
最终分类最终分类

否否

修改分类修改分类

动态聚类法的基本过程动态聚类法的基本过程动态聚类法的基本过程动态聚类法的基本过程

11、选取聚类种子点、选取聚类种子点

聚类种子点（聚类种子点（Cluster seedsCluster seeds））：：准备形成类的中心，是一批有
代表性的点。代表性的点。

聚类种子点选取的重要性：直接决定初始分类

初始分类的重要性：影响最终分类结果



（（11）人为选择）人为选择

条件：对所分类问题有一定的了解条件：对所分类问题有一定的了解

根据经验，预先确定分类的数目、初始分类，并从每类中选根据经验，预先确定分类的数目、初始分类，并从每类中选
择有代表性的一个点作为种子点。

（（22）人为分类、选取几何中心）人为分类、选取几何中心

条件：对所分类问题有一定的了解

根据经验，预先将数据人为地分为k类，计算每一类的几何中
心，选取这些中心作为聚类种子点。

（（33）密度法）密度法

以d (d 0)为半径，以某个样品X为球心，落在小球内的全部样以d (d>0)为半径，以某个样品X为球心，落在小球内的全部样
品数就是样本X的密度密度。

计算所有样品点的密度，首先选取密度最大的样品点作为
第一种子点；
在所有与第一种子点距离大于D (一般D=2d)的样品点中，

选取密度最大的样品点作为第二种子点；
在所有与第一、第二种子点距离大于D的样品点中，选取在所有与第一、第二种子点距离大于D的样品点中，选取

密度最大的样品点作为第三种子点；
依次考察全部样品点，得到全部聚类种子点。依次考察全部样品点，得到全部聚类种子点。

半径d的选择要合理



（（44）选取总体几何中心）选取总体几何中心

首先以所有样品的几何中心为第一种子点。

然后依次考察每个样品点，若某一点与已有种子点距离均大
于 值，则选取该点为新的种子点。于d值，则选取该点为新的种子点。

（（55）随机选取）随机选取

随机选取聚类种子点。

假设分为k类，则用前k个样品作为聚类种子点。

（（11）人为分类）人为分类

22、确定初始分类、确定初始分类

（（11）人为分类）人为分类

条件：对所分类问题有一定的了解

根据经验，预先确定分类的数目、初始分类。

（（22）最近距离归类）最近距离归类（（22）最近距离归类）最近距离归类

条件：已经选定聚类种子点

选定聚类种子点后，每个样品点按照与其距离最近的种子点
分类。分类。



（（33）动态调整种子点）动态调整种子点

选定初始聚类种子点后，依次将每个样品点归入与其距离最
近的种子点所在的类，并重新计算该类的几何中心，以中心
代替该类的种子点。直到考察完所有的样品点。代替该类的种子点。直到考察完所有的样品点。

（（44）部分抽样分类）部分抽样分类

样本量太大时：抽取部分样本，按照前面几种方法得到初始
分类。分类。

33、按批修改动态聚类法、按批修改动态聚类法

基本步骤基本步骤

(1).  选择聚类种子点，选定距离的定义；

(2) 将所有样品点按照最近距离原则归入种子点所在的类；(2).  将所有样品点按照最近距离原则归入种子点所在的类；

(3). 计算每一类的几何中心，将几何中心点作为新的聚类种子(3).  计算每一类的几何中心，将几何中心点作为新的聚类种子
点；

对所有样品点按照最近距离原则重新归类；(4).  对所有样品点按照最近距离原则重新归类；

(5) 转到(3)，若聚类种子点与前一次聚类种子点重合，或者满(5).  转到(3)，若聚类种子点与前一次聚类种子点重合，或者满
足给定的收敛条件，迭代过程结束。



分类函数与修改原则分类函数与修改原则

假设全部t个样品点为X (i=1 2 t)，初始分为k类：G(1)假设全部t个样品点为X(i) (i=1, 2, …, t)，初始分为k类：G(1), 
G(2), …, G(k)，每类样品点数为ti (i=1, 2, …, k)。

用n(i)表示样品点X(i)到所属类的标号，则分类函数定义为：
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分类函数实际上就是离差平方和。

修改原则修改原则：使分类函数的值达到最小。

例例

X X X X X

1.0 4.0 5.0 7.0 11.0

X(1) X(2) X(3) X(4) X(5)

（（11）、）、用密度法选取聚类种子点用密度法选取聚类种子点：：
取d=2, D=2d=4；
采用欧氏距离

X X X X XX(1) X(2) X(3) X(4) X(5)

密度 1 2 3 2 1

得到 第一种子点： X(3)

第二种子点： X第二种子点： X(1)

第三种子点： X(5)



（（22）、）、初始分类初始分类：：
按照最小距离原则将所有样品点归类。结果是
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（（33）、）、修改分类修改分类：：（（33）、）、修改分类修改分类：：
首先计算各类的几何中心：5.333，1.0，11.0
以它们作新的聚类种子点，按照最小距离原则重新归类：
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XG 

再次计算各类的几何中心：5.333，1.0，11.0再次计算各类的几何中心：5.333，1.0，11.0
与前一次重合，迭代过程终止。

（（33）、）、最终分类最终分类：：

}{)1( XXXG
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X(1) X(2) X(3) X(4) X(5)

1.0 4.0 5.0 7.0 11.0

X(1) X(2) X(3) X(4) X(5)



44 kk 法法44、、kk--meansmeans法法
（逐点修改动态聚类法）（逐点修改动态聚类法）

基本步骤基本步骤

(1).  给定3个参数：
分类的数目（初步估计）K     ——分类的数目（初步估计）

Dmin ——类间点距离的最小值
d 类内点距离的最大值dmax ——类内点距离的最大值

(2) 选择聚类种子点(2).  选择聚类种子点
通常选择前K个样品点作为聚类种子点
或者选取有代表性的K个样品点作为聚类种子点或者选取有代表性的 个样品点作为聚类种子点

(3).  调整聚类种子点
计算这K个种子点两两之间的距离：
将距离小于D 的两个种子点合并，以它们的中心点作将距离小于Dmin的两个种子点合并，以它们的中心点作

为新的种子点；
保证所有的种子点两两之间距离大于或等于D i 。保证所有的种子点两两之间距离大于或等于Dmin 。

(4).  逐点调整聚类种子点
将剩下的t－K个样品点逐个归类：
若某样品点与所有种子点的距离均大于dmax，则将该样

品点视为新的聚类种子点添加进来；品点视为新的聚类种子点添加进来；
否则，归为与之距离最近的种子点所在类别，同时计算

该类的几何中心，以中心点作为新的聚类种子点；该类的几何中心，以中心点作为新的聚类种子点；
返回（3），调整聚类种子点，保证所有的种子点两两

之间距离大于或等于Dmin 。
考虑下一个样品点。



(5).  对所有样品点重新归类
将所有样品点重新逐个归类：
若某样品的分类与原来不同，则要重新计算它所涉及的

两类的几何中心，并调整它们的聚类种子点。然后调整所有
的聚类种子点，保证所有的种子点两两之间距离大于或等于的聚类种子点，保证所有的种子点两两之间距离大于或等于
Dmin 。

(6).  分类迭代终止
若所有样品的分类与上一次相同，分类迭代终止。若所有样品的分类与上一次相同，分类迭代终止。
得到最终的分类。

例例

1.0 4.0 5.0 7.0 11.0

X(1) X(2) X(3) X(4) X(5)

（（11）、）、选择参数选择参数：：
K 3K     ——3
Dmin ——2
dmax ——3max 

采用欧氏距离

（（22）、）、选择聚类种子点选择聚类种子点：：

X(1)、 X(2)、 X(3)。



（（33）、）、调整聚类种子点调整聚类种子点：（：（ Dmin ＝2））
d(X(1) , X(2) )=3
d(X X ) 4d(X(1) , X(3) )=4
d(X(2) , X(3) )=1
将X X 合并，用它们的几何中心4 5作为新的聚类种子将X(2) , X(3)合并，用它们的几何中心4.5作为新的聚类种子
点

得到2个符合要求的聚类种子点：1.0        4.5

（（44）） 逐点考察其它样本点逐点考察其它样本点 （（ d 3））（（44）、）、逐点考察其它样本点逐点考察其它样本点 （（ dmax ＝3））
X(4) , X(5)，得到3类：
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（（55）、）、对所有样本点重新归类、调整对所有样本点重新归类、调整：：
收敛，迭代终止。
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X(1) X(2) X(3) X(4) X(5)

1.0 4.0 5.0 7.0 11.0

X(1) X(2) X(3) X(4) X(5)



6.3.4  6.3.4  聚类分析方法之三：试探法聚类分析方法之三：试探法

问题

11、基于最邻近规则的试探聚类法、基于最邻近规则的试探聚类法

问题

已知全部t个样品点为X

5

已知全部t个样品点为X(i)

(i=1, 2, …, t) ，找出合理
的聚类。

2

6

7

的聚类。

定义欧氏距离为样本间的
距离。 1

4
6

8
9

10

距离。

类间距离为最短距离。

1
3

类间距离为最短距离。

(1).  给定参数：

dmax ——类内样品点距离的
最大值（非负值）

5
dmax

2

6

7

(2).  选聚类中心Z(1) 4
6

8
9

10

任选一样品点为聚类中
心Z(1)。
一般选X 为Z(1)。

1
3 Z(1)

一般选X(1)为Z(1)。



(3).  逐点确定：

考察点X(2)，当d12 > dmax时，
选定X(2)为新的聚类中心Z(2)，

Z(3)

5
dmax

(2)

否则， X(2)属于Z(1)类；

考察点X ，当d d 且d

Z(2)
2

6

7

考察点X(3)，当d31> dmax且d32

> dmax时，选定X(3)为新的聚
类中心Z(3)，否则， X(3)属于

4
6

8
9

10类中心Z ，否则， X(3)属于
距离最近的一类；

1
3 Z(1)

逐点考察所有的t个样品点X(i)

(i=1, 2, …, t) ，得到最后的聚
类。类。

特点：特点：
（1）聚类速度快，计算量是样品点数的线性关系；
（2）简单方便。

聚类的效果受下列因素影响：
（1）第一个聚类中心的选取
（2）样品点的排序
（3）参数d 的选取（3）参数dmax的选取
（4）样品点的分布



6

22、最大最小距离算法、最大最小距离算法

2

6

问题

9 10已知全部t个样品点为X(i)

(i=1 2 t)，找出合理的

4

5 7

8(i=1, 2, …, t) ，找出合理的
聚类。

1

3

4
定义欧氏距离为样品间的距
离。

1

(1) 确定最初的两个聚类中
Z(2)

6(1).  确定最初的两个聚类中
心： 2

6

计算两两之间距离，以最远
的两个样品点作为两个聚类
中心。 8

9 10

中心。

d(X X )最大，故选取X 4

5 7

8

d(X(1), X(6))最大，故选取X(1)

和X(6)为两个聚类中心，记为
Z(1)和Z(2)。

Z(1)

1

3

4

和 。 1



确定其它新的聚类中心：(2).  确定其它新的聚类中心：
逐点计算所有样品点X(i)

(i=1 2 t)与Z(1)和Z(2)之间 6
Z(2)

(i=1, 2, …, t) 与Z(1)和Z(2)之间
的距离：d(X(i), Z(1))、 d(X(i), 
Z(2))

2

6

)
若有

8

9 10 )},(),,(min{max )2(
)(

)1(
)( ZXdZXd ii

4

5 7

8
 

),(
2
1 )2()1(

)()(

ZZd Z(3)

1

3

4

Z(1)则令X(i)为新添加的聚类中心点
Z(3)。 1Z 。

否则，转到最后一步。

选择X(7)为Z(3) 。

逐点计算所有样品点逐点计算所有样品点X(i)

(i=1, 2, …, t) 与Z(1) 、Z(2)和Z(3)

之间的距离：d(X Z(1))、 6
Z(2)

之间的距离：d(X(i), Z(1))、
d(X(i), Z(2))、 d(X(i), Z(3))
若有

2

6

若有

8

9 10 
1

)},(),,(),,(min{max

)2()1(

)3(
)(

)2(
)(

)1(
)( ZXdZXdZXd iii

4

5 7

8),(
2
1 )2()1( ZZd

则令X 为新添加的聚类中心
Z(3)

1

3

4

Z(1)

则令X(i)为新添加的聚类中心
点Z(4)。

1

否则，转到最后一步。
……
得到所有的k个聚类中心点：
Z(1) , Z(2),…,Z(k)



6
Z(2)

(3). 按照聚类中心进行归类：

2

6(3).  按照聚类中心进行归类：
将所有样品点X(i) (i=1, 2, …, 

t) 按照与Z(1) , Z(2),…,Z(k)的最
近距离进行归类。

8

9 10

近距离进行归类。

{X X X }

4

5 7

8

Z(3)

{X(1), X(3), X(4)}
{X(2), X(6)}
{X(5), X(7), X(8) , X(9) , X(10)}

1

3

4

Z(1)

{ (5), (7), (8) , (9) , (10)}

1

多元统计方法的经典参考书多元统计方法的经典参考书

1、J M Lattin等著，“多元数据分析（英文版）”，机械工1、J. M. Lattin等著，“多元数据分析（英文版）”，机械工
业出版社，2003年

作者J. M. Lattin是Stanford大学商学院教授。该书介绍多元数
据分析的现代方法，主要讲解多元统计学中的最新方法及其
应用。书中大量习题和示例采用了来源于心理学、社会学、
营销学等领域的真实数据。

2、高惠璇著，“应用多元统计分析”，北京大学出版社，
2005年2005年

北大数学教学系列教材，主要介绍一些实用的多元统计分析
方法的理论及应用，结合 系统介绍应用实例。方法的理论及应用，结合SAS系统介绍应用实例。


