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第 1 章 化学反应动力学 第 2 章 化学反应动力学 

第 3 章 统计力学基础* 

3.1 引言 

热力学：以大量分子的集合为研究对象，以实验归纳出的热力学定律为基础，讨论平衡

系统的宏观性质，不能给出微观性质与宏观性质之间的联系。 

统计力学：根据组成物质的微观粒子来阐明并尽可能预测物质的宏观性质，认为物质的

宏观性质是大量微观粒子行为的集体表现、宏观物理量是相应微观物理量的统计平均。 

分子运动论中需要探讨详细的碰撞过程；而统计力学中采用统计方法，可以避开详细的

碰撞过程。统计物理不追求个别粒子的运动细节，而是研究集体行为表现的规律——统计规

律。统计力学比分子运动论的研究更深入。 

热力学与统计力学之间的联系/桥梁：S＝k·lnΩ。其中 S 为宏观热力学定义的熵；k 为玻尔

兹曼常数；Ω 为对微观状态的统计学考虑，是组成所考察的系统的粒子集合的随机度或紊乱

度的量度。 

 

3.2 粒子运动状态的描述 

粒子是指组成宏观物质系统的基本单元，例如气体的分子、金属的离子或电子、辐射场

的光子等。 

经典描述：粒子遵从经典力学的运动规律(F=m·a, a=dV/dt)。 

量子描述：粒子遵从量子力学的运动规律(波函数、薛定谔方程)。 

严格讲，微观粒子是遵从量子力学的运动规律，但在一定极限条件下经典理论仍然具有

意义。实际上统计力学是在量子理论之前被建立起来的。 

近独立粒子：粒子相互之间的作用非常微弱，相互作用的平均能量远小于单个粒子的平

均能量，因而可以忽略粒子之间的相互作用，将整个系统的能量表达为单个粒子的能量之和： 





N

i
iE

1


 

其中 E 为系统总能量，εi为第 i 个粒子的能量，N 为系统的粒子总数。 

                                                        
* 参考书： 
1. 汪志诚，《热力学统计物理》，第四版，高等教育出版社，2008。 
2. Vinceti, W.G. and Jr. Kruger, C.H., Introduction to Physical Gas Dynamics, John Wiley, 1965.  
3. Anderson, J.D., Hypersonic and High Temperature Gas Dynamics, McGraw-Hill, 1989. 
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经典力学中，设粒子的自由度为 r，则粒子在任一时刻的力学运动状态由粒子的 r 个广义

坐标 q1，q2，…，qr和与之共轭的 r 个广义动量 p1，p2，…，pr确定。粒子是可以被分辨的，

因为经典粒子的运动是轨道运动，原则上可以跟踪经典粒子的运动而加以辨认(若确定每个粒

子的初始位置，则可求出每个粒子在任意时刻的位置)。 

在量子描述中，粒子是不可分辨的。粒子具有波粒二象性，它的运动不是轨道运动，原

则上不可能跟踪量子粒子的运动(波函数、薛定谔方程、概率分布)。 

 

图来自：《热力学与统计物理》第四版(汪志诚) 

微观粒子分为两类： 

费米子：自旋量子数为半整数(电子、质子、中子等) 

玻色子：自旋量子数为整数(光子、π介子、由偶数个费米子组成的复合粒子) 

 

由费米子组成的系统被称为费米系统，遵从泡利不相容原理，即一个个体量子态最多能

容纳一个费米子。 

由玻色子组成的系统被称为玻色系统，不受泡利不相容原理的约束。 

玻尔兹曼系统：由可分辨的全同近独立粒子组成，并且处于一个个体量子态上的粒子数

不受限制(19 世纪末，玻尔兹曼开创统计力学是在量子力学建立之前)。 
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例题：考虑两个粒子，粒子的个体量子态有三个，对不同系统有那些可能的微观态？ 

对玻尔兹曼系统共有 9 个不同的微观态： 

量子态 1 量子态 2 量子态 1 
A  B   

 A  B  
  A  B 

A B  
B A  
 A B 
 B A 

B  A 
A  B 

 

对玻色系统共有 6 个不同的微观态： 

量子态 1 量子态 2 量子态 1 
A  A   

 A  A  
  A  A 

A A  
 A A 

A  A 

 

对费米系统共有 3 个不同的微观态： 

量子态 1 量子态 2 量子态 1 
A A  
 A A 

A  A 

 

3.3 等概率原理 

统计物理学认为，宏观物质系统的特性是大量微观粒子运动的集体表现，宏观物理量是

相应微观物理量的统计平均。为了研究系统的宏观特性，没有必要、实际上也没有可能追随

微观状态的复杂变化。只要知道各个微观状态出现的概率，就可以用统计方法求微观量的统

计平均值。因此确定各微观状态出现的概率是统计物理的根本问题。 

对于这个问题，玻尔兹曼在 19 世纪 70 年代提出等概率原理：对于处于平衡态的孤立系

统，系统各个可能出现的微观状态的出现概率是相等的。 
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3.4 分布和微观状态 

对孤立系统可用粒子数 N、总能量 E 和体积 V 来表征系统的平衡态。每个可能微观状态

应该满足： 


i

iNN ， 
i

iiNE   

εi为第 i 个能级对应的能量 

gi为第 i 个能级的简并度(量子态的个数) 

Ni为位于第 i 个能级的粒子数 

{Ni}表示粒子分布，即所有能级上的粒子数。 

总的微观状态数为： 






所有组合

的和

满足

i
ii

i
i

NE

NN



1  

注：分布≠微观状态！给定分布{Ni}，只确定了每个能级 εi上的粒子数为 Ni。为了确定微

观状态，还必须对每一个能级确定 Ni个粒子占据其 gi个量子态的方式。因此，一个给定分布

{Ni}对应的微观状态数是很多的。 

 

对于玻尔兹曼系统： 

粒子可分辨(即可以对每个粒子编号)，Ni个编了号的粒子占据能级 εi上gi个量子态共有 iN
ig

种方式。 

将N个不同粒子，分配到不同能级 εi上，使得每个能级上的粒子数为Ni个，这共有 !/! i
i

NN 

种方式。 

因此给定分布{Ni}对应的微观状态数为： 

iN
i

i
i

i

g
N

N
W 




!

!
M.B.  要求： 

i
iNN ， 

i
iiNE   

 

对于玻色系统： 

粒子不可辨，Ni个相同的粒子(用 O 表示)占据能级 εi上 gi个量子态(第一个到 gi个量子态

从左到右依序排列，用 | 表示相邻量子态的分割板，共有 gi−1 个分割板)： 

OOOO|OO|O||OOOOO|O 

即用 gi−1 个相同的分割板将个 Ni 个相同的粒子分隔开，允许粒子数为零的量子态存在(即分
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割板可以相邻)，共有 ])!1(!/[)!1(  iiii gNgN 种方式。 

将 N 个相同粒子，分配到不同能级 εi上，使得每个能级上的粒子数为 Ni个，这共有 1 种

方式。 

因此给定分布{Ni}对应的微观状态数为： 

)!1(!

)!1(
B.E. 




ii

ii

i gN

gN
W  要求： 

i
iNN ， 

i
iiNE   

 

对于费米系统： 

粒子不可辨，且每一个个体量子态最多只能容纳一个粒子。gi≥Ni。Ni 个相同的粒子占据

能级 εi上 gi个量子态，相当于从 gi个量子态中挑出 Ni个位置来放粒子，共有 ])!(!/[! iiii NgNg 

种方式。 

将 N 个相同粒子，分配到不同能级 εi上，使得每个能级上的粒子数为 Ni个，这共有 1 种

方式。 

因此给定分布{Ni}对应的微观状态数为： 

)!(!

!
F.D.

iii

i

i NgN

g
W


  要求： 

i
iNN ， 

i
iiNE   

 

经典极限条件: 

如果在玻色系统或费米系统中，任一能级 εi上的粒子数 Ni远小于该能级上的量子态的数

目 gi，即 Ni<<gi。则： 

!!!

)2)(1(

)!1(!

)!1( M.B.
B.E. N

W

N

g

N

ggNgN

gN

gN
W

i

N
i

i
i

iiiii

i
ii

ii

i

i











 

!!!

)1()1(

)!(!

! M.B.
F.D. N

W

N

g

N

Nggg

NgN

g
W

i

N
i

i
i

iiii

i
iii

i

i

i










 

Ni<<gi为经典极限条件，这表明平均而言，处在每一个量子态上的粒子数远小于 1。此时，

对玻色系统或费米系统，每个能级 εi 上粒子间的关联可以忽略，粒子不可分辨的性质表现在

因子 N!上。 
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3.5 玻尔兹曼分布 

给定分布{Ni}对应的微观状态数为： 

iN
i

i
i

i

g
N

N
W 




!

!
M.B.  要求： 

i
iNN ， 

i
iiNE   

因此总的微观状态数为： 















}{}{

M.B. )
!

!
(

i

i
ii

i
i

i

i

i
ii

i
i

N

NE

NN

N
i

i
i

i

N

NE

NN

g
N

N
W

分布

的和

满足

分布

的和

满足



 

最概然分布：微观状态数目最多(即 WM.B.，简记为 W 取最大值)的分布{Ni}。 

maxWW   

 

Stirling 公式：当 m>>1 时， memm mm 2!   → )2ln(
2

1
ln!ln mmmmm   

又有当 m>>1 时 mm )2ln(
2

1   

因此有 mmmm  ln!ln  

 

求 W 的最大值↔求 lnW 的最大值 













i
iii

i
ii

i
iii

i
ii

i
i

gNNNN

gNNNNNNN

gNNNW

)]/ln([ln        

ln)ln(ln        

ln!ln!lnln

 

为求 lnW 的最大值，令各个 Ni 有 δNi 的变化，对应有 
i

iii NgNW  )/ln(ln (利用到


i

iNN  → 0
i

iN )。 

注：δNi不完全独立，要求： 0
i

iN ， 0
i

ii N 。 

求附带条件的极值，采用拉格朗日乘子法，引入乘子 α和 β： 

 
i

iiii NgNENW  ])/[ln(ln  

取极值时要求：对任意 i 有 0)/ln(  iii gN  ，即： 

iegN ii
   
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其中 α和 β由条件 
i

iNN 和 
i

iiNE  来确定。 

ENNNNNNW
i

ii    ln)]([lnln max  

最概然分布下处在能级 εi上的粒子数为： iegN ii
   

能级 εi具有 gi个量子态 → 处在能量为 εs的量子态 s 上的平均粒子数为 ie  。 

 

说明： 

(1)，取极大值的条件：一阶微分为零 0lnln  
i

i
i

i N
g

N
W   

二阶微分为零 0
)(

ln
2

2  
i i

i

N

N
W

  

(2)，玻尔兹曼分布出现的概率最大：其它分布的微观状态数<<最概然分布的微观状态数，

即其它分布的微观状态数与最概然分布的微观状态数相比几乎为零。为了说明这一点，我们

将玻尔兹曼分布的状态数 W 和对玻尔兹曼分布有偏离 δNi的一个分布的微观状态数 W+δW 加

以比较，采用泰勒展开得 


i i

i

N

N
WWWWWW

2
2 )(

2

1
lnln

2

1
lnln)ln(

  

→  




i i

i

N

N

W

WW 2)(

2

1
)ln(  

→  




i i

i

N

N

W

WW
]

)(

2

1
exp[

2

 

假设对玻尔兹曼分布的相对偏离为 ΔNi/Ni=10-5，则有： 

2

10

2

10)(

2

1 10102 N
N

N

N

i
i

i i

i





   

现考虑一个大气压下零摄氏度下一立方厘米的气体，其中所含分子数为 N≈2·1019，因此

有 

0)10exp( 9 


W

WW
，即 WWW   

这说明即使对最概然分布仅有极小的偏离，该分布的微观状态数远远小于最概然分布的

微观状态数。因此，总的微观状态数近似等于最概然分布对应的微观状态数，即
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maxWW  。 

(3)，Stirling 公式 mmmm  ln!ln 成立的条件为 m>>1，即要求 Ni>>1。这一条件实际上往

往可能不满足。 

(4)，上述讨论中假设系统只含有一种粒子，即系统是单元系。可以把理论推广到多组元

的情形。 

思考题：假设系统中含有无相互作用、独立的两种粒子。粒子数分别为 N 与 N’；能量能

级为 εi与 εi
’；简并度为 gi与 gi

’。求其最概然分布。 

 

3.6 玻色分布和费米分布 

本节将导出玻色系统和费米系统中粒子的最概然分布。 

给定分布{Ni}，应该满足条件： 
i

iNN ， 
i

iiNE   

玻色系统：
)!1(!

)!1(





ii

ii

i gN

gN
W  

费米系统：
)!(!

!

iii

i

i NgN

g
W


  

对于玻色系统： 

 
i

iiii gNgNW ])!1ln(!ln)!1[ln(ln  

假设 Ni>>1，gi>>1，则有 Ni+gi-1≈Ni+gi，gi-1≈gi。利用 Stirling 公式 mmmm  ln!ln 则有： 

 
i

iiiiiiii ggNNgNgNW ]lnln)ln()[(ln  

 
i i

i
i

i

i
i N

g
N

g

N
gW )]1ln()1ln([ln  

取微分求极大值： 

i
i

ii NNgW    )]/1[ln(ln  

为求 lnW 的最大值，令各个 Ni有 δNi的变化，对应有 i
i

ii NNgW    )]/1[ln(ln  (利用

到 
i

iNN  → 0
i

iN )。 

注：δNi不完全独立，要求： 0
i

iN ， 0
i

ii N 。 

求附带条件的极值，采用拉格朗日乘子法，引入乘子 α和 β： 
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 
i

iiii NNgENW  ])/1[ln(ln  

取极值时要求：对任意 i 有 0)/1ln(  iii Ng  ，即： 

1)exp( 


i

i
i

g
N


 

其中 α和 β由条件 
i

iNN 和 
i

iiNE  来确定。 

 

类似地，对于费米系统：
)!(!

!

iii

i

i NgN

g
W


  

 
i

iiii NgNgW ])!ln(!ln![lnln  

假设 gi>> Ni>>1，利用 Stirling 公式 mmmm  ln!ln 则有： 

 
i

iiiiiiii NgNgNNggW )]ln()(lnln[ln  

 
i i

i
i

i

i
i N

g
N

g

N
gW )]1ln()1ln([ln  

取微分求极大值： 

i
i

ii NNgW    )]1/[ln(ln  

为求 lnW 的最大值，令各个 Ni有 δNi的变化，对应有 i
i

ii NNgW    )]1/[ln(ln  (利用

到 
i

iNN  → 0
i

iN )。 

注：δNi不完全独立，要求： 0
i

iN ， 0
i

ii N 。 

求附带条件的极值，采用拉格朗日乘子法，引入乘子 α和 β： 

 
i

iiii NNgENW  ])1/[ln(ln  

取极值时要求：对任意 i 有 0)1/ln(  iii Ng  ，即： 

1)exp( 


i

i
i

g
N


 

其中 α和 β由条件 
i

iNN 和 
i

iiNE  来确定。 
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总结三种分布： 

玻尔兹曼分布： iegN ii
  ， iN

i
i

i
i

g
N

N
W 




!

!
M.B.  

玻色分布： )1/(   iβεα
ii egN ，

)!1(!

)!1(
B.E. 




ii

ii

i gN

gN
W  

费米分布： )1/(   iβεα
ii egN ，

)!(!

!
F.D.

iii

i

i NgN

g
W


  

α和 β由条件 
i

iNN 和 
i

iiNE  来确定。 

 

如果 1 iβεαe (这就要求 1αe ，因为能量 εi 可接近于零)，则三种分布一致。此时有

Ni<<gi，即为经典极限条件(Ni<<gi或 eα>>1)。根据 3.4 小节中的内容，此时有 

F.D.M.B.B.E. !/ WNWW   

由于 N 为给定常数，在求 W 的极大值而导出最概然分布时，因子 N!对结果无影响。 

Ni<<gi时，能态上如此稀疏地分布着粒子，以致绝大部分的能态都空着(其中不含粒子)。

实际情况是这样的。一个能态包含一个以上的粒子可能性被允许，在实际上也是几乎不存在

的。因此 WB.E.≈WF.D.。 

 

3.7 玻尔兹曼关系式 

熵与体系中粒子的混乱度即微观状态数有关， )(S  

考虑两个体系，其粒子数分别为 N1 和 N2，熵分别为 S1 和 S2，微观状态数分别为 Ω1 和 Ω2。 

两者的联合体(不混合)：粒子数为 N12=N1+N2，熵为 S12=S1+S2，微观状态数为 Ω12=Ω1Ω2。 

因此有： )()()( 2121    

对 Ω1 求微分： )(')(' 1212    

对 Ω2 求微分： 0)(")(' 212121    

其一般解为： )(ln)()( NBNA   

)()()( 2121    
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→ )()()ln()()ln()()()ln()( 212211212121 NBNBNANANNBNNA   

→ )()()( 2121 NANANNA  ， )()()( 2121 NBNBNNB   

→  A 为常数 A(N)≡k，B 具有线性形式 B=bN 

→ bNk  ln)(  

给定体系，bN=S0 为常数，取 S0=0，因此有  ln)( k  

 

3.8 热力学状态量 

 lnkS ——联系热力学(熵 S)与统计力学(微观状态数 Ω) 

总的微观状态数为： 






所有组合

的和

满足

i
ii

i
i

NE

NN



1  

总的微观状态数近似等于最概然分布对应的微观状态数，即 maxWW  。这是因为

0)10exp( 9

max

max 


W

WW
，即 maxmax WWW   

在经典极限条件(Ni<<gi或 eα>>1)下，最概然分布{Ni}为 iegN ii
 ，其中 α和 β由条件


i

iNN 和 
i

iiNE  来确定： 

 
i

i
iegN   →   

i
i

iegNe  /  → 最概然分布为： 

 





i
i

i
i i

i

eg

eg
NN 



，其中 β由条件 
i

iiNE  来确定。 

引入配分函数  
i

i
iegQ   → 

Q

eg
NN

i
i

i



  → 
j

i

eg

eg

N

N

j

i

j

i








  

根据上节中的推导有最概然分布对应的微观状态数为： 

 
i i

i
i

i

i
i N

g
N

g

N
gW )]1ln()1ln([ln max ，其中正号+代表玻色分布，负号−代表费米分布。 

利用经典极限条件(Ni<<gi)以及 maxWW  ，ln(1+ε)≈ε，则得： 

 
i i

i
ii N

g
NN )ln(ln  
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Q

eg
NN

i
i

i



  → 
i

i

Ne

eg

N

g i
i

i

i







  → )ln(lnln i

i
ii

i

i
i NegN

N

g
N i      

→ ENNegN
N

g
N

i
i

i i

i
i

i     lnlnln  

→ E
N

eg
NN i

i
i






 

lnln  

→ E
N

Q
NN  lnln  

 

)ln( kS ， E
N

eg
NN i

i
i






 

lnln  

因此有： )ln( E
N

eg
NNkS i

i
i






 

，其中 β为未知待定常数。 

热力学关系式： )(
1

dNPdVdE
T

dS   

→ 
TE

S
VN

1
)( , 




 

由熵的表达式 → }]ln[{)( , E
E

N

eg
Nk

E

S i
i

VN

i










  








 

0]ln[ 




 






ENE
eg

eg
NE

N

eg
N

i
ii

i
i

i
ii

i
i

i

ii





 



 

→ 
kT

1
  

因此有：
T

E

N

Q
NkS  )ln1( ， 




i

kT
i

i

egQ


。 

 

引入亥姆霍兹(Helmholtz)自由能： )ln1(
N

Q
NkTTSEF   

取微分得： SdTTdSdEdF   

利用 )(
1

dNPdVdE
T

dS  得 dNPdVSdTdF   

→ VNT

F
S ,)(




 ， TNV

F
P ,)(




 ， VTN

F
,)(




  
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→ VNVN T

TF
T

T

F
TFTSFE ,

2
, ]

)/(
[)(








  

将 )ln1(
N

Q
NkTF  代入上述表达式中： 

)ln1(
N

Q
NkTF   

]
ln

1[ln
T

Q
T

N

Q
NkS




  

T

Q
NkTE





ln2  

V

Q
NkTP





ln

 

N

Q
kT ln  

因此，如果求得配分函数 Q=Q(T,V)，根据上述关系式就可以求得热力学状态量。 

 

3.9 经典统计理论 

经典力学中，粒子在某一时刻的运动状态由由粒子的 r 个广义坐标 q1，q2，…，qr和与广

义动量 p1，p2，…，pr确定，相应于 μ空间中的一个代表点。系统在某一时刻的运动状态由 N

个粒子的坐标和动量确定，相应于 μ空间中的 N 个代表点。由于 pi和 qi 是连续变量，粒子和

系统的微观运动状态是不可数的。 

为了计算微观状态数，我们将 pi 和 qi分为大小相等的小间隔，使得 δpiδqi=h0，h0 是一个

小量。对于有 r 个自由度的粒子，δp1···δprδq1···δqr=h0
r 相当于 μ 空间中的一个相格。假使 h0

足够小，就可以由粒子运动状态代表点所在的相格确定粒子的运动状态。处在同一相格的代

表点，代表相同的运动状态。显然，h0 越小描述就越精确。量子力学限制 h0 的最小值为普朗

克常数 h。 

将 μ空间划分为许多体积元 Δωi (i=1,2, ···)，其“简并度”为 Δωi/h0
r。因此，经典统计中

的玻尔兹曼分布为： 

ie
h

N
r

i
i

 


0

， iN
r

i

i
i

i
hN

N
W )(

!

!

0
M.B.





  

α和 β由条件 
i

iNN 和 
i

iiNE  来确定。 

 


i
r

i

i
i

ie
h

NN 

0

 →   


i
r

i ie
h

Ne  

0

/  → 最概然分布为： 
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 









i
r

i

r
i

i
i

i

e
h

e
h

NN








0

0 ，其中 β由条件 
i

iiNE  来确定→ 
kT

1
  

配分函数  


i
r

i ie
h

Q 

0

， QNe
h

Ne
i

r
i i //

0




    
 

 

3.10 理想气体的状态方程 

作为玻尔兹曼统计最简单的应用，本节讨论理想气体的状态方程。 

为了方便，考虑单原子分子理想气体。将单原子分子看作没有内部结构的质点，忽略理

想气体分子间的相互作用力。因此没有外力场时，可以把单原子分子理想气体中分子的运动

看作粒子在容器内的自由运动，其能量为 

)(
2

1 222
zyx ppp

m
  

在 dxdydzdpxdpydpz范围内，分子可能的微观状态数(“简并度”)为 dxdydzdpxdpydpz/h
3 

配分函数： 
 




i

ppp
mzyx

i
r

i zyx
i e

h

dpdpdxdydzdp
e

h
Q

)(
2

3

222


 

2/3
2

222
3

)(
2

3

)
2

(    

1
    

222

222








h

m
V

dpedpedpedxdydz
h

e
h

dpdpdxdydzdp
Q

z

p
m

y

p
m

x

p
m

ppp
mzyx

zyx

zyx









 




 

V

Q
NkTP





ln

 → 
V

NkT
P   → TnRPV 0  (N 为分子个数，n 为摩尔数) 

 

对于双原子或多原子分子，分子的能量除了平动能量外，还包括转动、振动等能量。由

于计及转动、振动能量后不改变配分函数 Q 对 V 的依赖关系，因此状态方程不随分子所含原

子的数目多少而改变。 

经典极限条件要求：Ni<<Δωi/h0
r，能态上如此稀疏地分布着粒子，以致绝大部分的能态都

空着(其中不含粒子)。实际情况是这样的。一个能态包含一个以上的粒子可能性被允许，在

实际上也是几乎不存在的。因此 WB.E.≈WF.D.。 
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Ni<<Δωi/h0
r → 

r
i

r
i

i h
e

h
N i

00

  



   → 1e → 1/  QNe   

→ 1)
2

( 2/3
2


h

mkT

N

V

N

Q 
 因此在气体稀薄(V/N 越大)、温度越高、分子质量越大是，经

典极限条件越容易得到满足。一般情形下，气体满足经典极限条件。 

 

3.11 麦克斯韦速度分布律 

一般情形下，气体满足经典极限条件遵从玻尔兹曼分布。本节根据玻尔兹曼分布研究气

体分子质心的平移运动，推导出气体分子的速度分布律。 

玻尔兹曼分布为： ie
h

N
r

i
i

 


0

，α和 β由条件 
i

iNN 和 
i

iiNE  来确定。 

分子质心运动的能量为： )(
2

1 222
zyx ppp

m
  

在体积 V 内，dpxdpydpz 的动量范围内，分子质心平动的微观状态数(“简并度”)为

Δωi/h0
r=Vdpxdpydpz/h

3 

因此，在体积 V 内，质心平动动量在 dpxdpydpz范围内的分子数为： 

zyx

ppp
mkT dpdpdpe

h

V zyx )(
2

1

3

222 
 

参数 α由总分子数为 N 的条件定出：  


Ndpdpdpe
h

V
zyx

ppp
mkT zyx )(

2

1

3

222
 

→ 2/3
2

- )
2

( 
mkT

h

V

N
e


   

因此，在在体积 V 内，质心平动动量在 dpxdpydpz范围内的分子数为： 

zyx

ppp
mkT dpdpdpe

mkT
N

zyx )(
2

1
2/3

222

)
2

1
(




 

注意到上述结果与 h 的取值无关。 

在体积 V 内，质心平动速度在 dvxdvydvz范围内的分子数为： 

zyx

vvv
kT

m

dvdvdve
kT

m
N

zyx )(
22/3

222

)
2

(



 

引入 n=N/V。在单位内，质心平动速度在 dvxdvydvz范围内的分子数为： 
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zyx

vvv
kT

m

zyxzyx dvdvdve
kT

m
ndvdvdvvvvnf

zyx )(
22/3

222

)
2

(),,(





 

麦克斯韦速度分布律为： 

)(
22/3

222

)
2

(),,(
zyx vvv

kT

m

zyx e
kT

m
vvvf





 

)()()(),,( zyxzyx vfvfvfvvvf  ， kT

mv

x

x

e
kT

m
vf 22/1

2

)
2

()(





 

→ 0)
2

()()( 22/1

2

 






 x
kT

mv

xxxxavx dve
kT

m
vdvvfvv

x


 

→ 
m

kT
dve

kT

m
vdvvfvv x

kT

mv

xxxxavx

x

 







22/1222

2

)
2

()()(


 

→ 
2

)(
2

1 2 kT
vm avx   → 

2

3
])()()[(

2

1 222 kT
vvvm avzavyavxav   

引入速度空间中的球坐标系 v、θ、φ，以及球坐标系的体积元 v2sinθdvdθdφ代替直角坐标

系的体积元 dvxdvydvz，对 θ和 φ积分后可得，在单位体积内，速率在 dv 范围内的分子数为： 

dvve
kT

m
n

v
kT

m
222/3

2

)
2

(4



  

麦克斯韦速率分布律为： 222/3
2

)
2

(4)( ve
kT

m
vg

v
kT

m





  

最概然速率——使速率分布取最大值的速率：

0/ dvdg  → 
m

kT
vm

2
  

平均速率： 

m

kT
dvve

kT

m
dvvvgv

v
kT

m


 8

)
2

(4)(
0

322/3

0

2

 
 

 

方均根(root of mean square)速率： 

m

kT
dvve

kT

m
dvvgvvv

v
kT

m

rms

3
)

2
(4)(

0

422/3

0

22
2

 
 


  

平均动能为
2

3

2

1 2 kT
vm   
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3.12 能量均分原理 (Principle of Equipartion of Energy) 

上一节中，单原子分子的平均动能为
2

3

2

1 2 kT
vm   

→ 每个独立平动模态(共三个，对应 x, y, z 三个方向)对分子平均能量的贡献为 kT/2 

推广：双原子分子(共六个自由度)具有 3 个独立的平动模态，2 个独立的转动模态和 1 个

振动模态，其能量为： 

2222222

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
rvIImvmvmv rzyx     

其中 I 为转动惯量，μ为两个原子的折合质量，vr为两个原子间的相对运动速度。振动能包括

动能和势能(ξr2/2，类似于谐振子)两部分。 

平均能量为：
2

7kT
av   

能量均分原理：对处于温度为 T 的平衡状态的经典系统，粒子能量中每一个平方项对粒

子平均能量的贡献为 kT/2。 

Principle of equipartion of energy: at equilibrium, the average energy for molecule of each 

independent, quarditic mode is kT/2. 

经典力学中，粒子能量为动能和势能之和：ε=εp+εq。在某一时刻的运动状态由由粒子的 r

个广义坐标 q1，q2，…，qr和与广义动量 p1，p2，…，pr确定。 

粒子能动可以写成： 



r

i
iip pa

1

2

2

1 ，其中 ai>0 (通常 ai=1/m) 

平均值：  
r

rr

h

dqdqdpdp
epa

N
pa

0

112
11

2
11 2

11

2

1   

其中 QNe / ，  
r

rr

h

dqdqdpdp
eQ

0

11   

→ 


























1
2

1
22

11

0

11

0

112
11

2
11 2

11

2
11

2
1

 
2
1

2

1

dpe

dpepa

h
dqdqdpdp

e

h
dqdqdpdp

epa

pa
pa

pa

r
rr

r
rr













 

其中 


















 1

22121
1

22
11

2
11

1

1

2
11

2
11

2
11

2

1

2
)(

22

1
dpee

p
ed

p
dpepa

pa
p

p

papapa



 

→ 
22

1

2

1 2
11

kT
pa 


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类似地，势能中任一平方项 ),(
2

1
1

1

2
rr

r

i
qiiq qqqb 




   ，其中 bi>0 

可以证明：
22

1 2
11

kT
qb   

 

能量均分原理的应用：求内能和比热容 

单原子分子： 

)(
2

1 222
zyx ppp

m
  → 

2

3

2

1 2 kT
vm   

定容比热容：
2

3

2

3 0RNk

dT

d
NCV 


 

定压比热容：
2

5 0
0 R

RCC VP   

比热比： 3/5/  VP CC  

双原子分子： 

2222222

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
rvIImvmvmv rzyx     → 

2

7kT
  

2

7

2

7 0RNk

dT

d
NCV 


，

2

9 0
0 R

RCC VP  ， 7/9/  VP CC  

如果忽略原子间的振动，
2

5 0R
CV  ，

2

7 0
0 R

RCC VP  ， 4.15/7/  VP CC  

      

氢气分子的转动热容量随温度的变化。 

 

对双原子分子，经典统计力学不能解释 CV随温度的变化。这需要采用量子力学的知识。 
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3.13 负温度状态* 

在§3.8 中有： 
TE

S
VN

1
)( , 




 

在一般系统中，内能越高则系统可能的微观状态数越多，即 S 是随 E 单调地增加。由上

式可知，这样的状态其温度总是正的。 

例外：核自旋，系统的内能增加但熵反而是减小的，系统处于负温度状态。 

现在考虑核自旋系统，其中粒子数为 N，能量为 E，外磁场 B。 

在外磁场 B 下，由于磁矩可与外磁场逆向或同向，其能量只有两个可能值±Beh/(4mπ)，简

记为±ε。N 为系统所含有的总核磁矩数，N+和 N-分别表示能量为+ε和-ε的核磁矩数： 

  NNN ， )(   NNE  

则有： )1(
2 N

EN
N  ， )1(

2 N

EN
N   

系统的熵为：
!!

!
lnln




NN

N
kkS  

利用 Stirling 公式 mmmm  ln!ln ，以及 N+和 N-的表达式可得： 

)]1ln()1(
2

1
)1ln()1(

2

1
2[ln   

)lnlnln(

 N

E

N

E

N

E

N

E
Nk

NNNNNNkS



 

 

则
EN

ENk

E

S

T VN 











ln

2
)(

1
,  

 

因此，E<0 时(曲线左半部分)，系统处于正温度状态；E>0 时(曲线右半部分)，系统处于

负温度状态。 

正温范围的图像是易于理解的。在 T=+0 时，N 个磁矩都沿磁场方向，每一磁矩的能量均

为-ε，系统的能量为-Nε。由于系统的微观状态是完全确定的，这状态的熵为零。随着温度的

升高，磁矩方向(其能量变为+ε)的数目逐渐增加，因而系统的内能和熵都逐渐增加。到 T=+∞
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时，磁矩沿磁场方向和逆磁场方向的概率相等，数目均为 N/2，熵也增加到最大值。 

当逆磁场方向的磁矩数大于 N/2 时，系统的能量取正值，相应于图中曲线的右半部分。

但在能量增加时，系统可能的微观状态数却反而减少，因而熵也减小，当能量增加到 Nε时，

N 个磁矩都逆磁场方向，熵减少到零。由于在曲线的右半部分熵随着内能单调减小，故右半

部分处于负温状态。 

以上的讨论说明，处在负温度状态下系统的能量高于正温度状态的能量。当一个处在负

温度状态的系统与一个处在正温度状态的系统进行热接触时，热量将从负温度系统传到正温

度系统中去。这就是说，负温度较正温“热”。从“冷”到“热”的温度顺序为：+0, …, +300, …, 

±∞, …, -300, …, -0 K。如果令两个结构完全相同，分别处于±300 K 的系统进行热接触，达

到平衡后的共同温度不是 0 K 而是±∞ K。±∞ K 是相同的温度。 

系统处在负温度状态的条件：粒子的能级必须是有上限的。一般的系统不满足该条件，

例如，具有平动、转动或振动自由度时，粒子的能级就不存在上限。如果能级没有上限，系

统可能微观状态数将随着能量的增加而增加，即熵是随能量单调增加的函数。这样的系统，

其温度是恒正的： 0)(
1

, 



 VNE

S

T
。 

 

3.14 大作业 (4 月 11 日课上交) 

满足经典极限条件的气体以恒定速度 v0 沿 z 方向做整体运动。P0=mv0。试证明： 

1. 在平衡态下分子动量的最概然分布为：
3

2
0

22 ]})([
2

exp{
h

dpdpVdp
pppp

m
zyx

zyx 
  

2. 分子的平均平动能量为
22

3 2
0mvkT

  

提示：在求最概然分布时，除了要满足粒子总数和总能量守恒外，还需要满足 z 方向的

动量为恒定值，因此需要引入三个拉格朗日乘子。 

请写出详细推导过程！ 
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