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不确定非线性系统的鲁棒稳定性分析
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摘要基于泛函分析和算于理论的方法，从输入输出的角度研究了一类不确定反馈非线性系

统的鲁棒稳定性问题．利用K类函数分别描述非线性不确定环节和非线性系统的算于增益t对

非线性反馈互联不确定系统的鲁棒稳定性问题进行¨，研究．接着利用小增益条件的形式进行等

价变化，就可将反馈不确定非线性系统的稳定性条件转化成系统非线性箅子的范数条件．并通

过举例证明了该方法的有效性．
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Abstract Based on functional analysis and operator theory，the problem of robust sta—

bility analysis of a mote widespread class of nonlinear feedback uneertain system is con

sidered from the view of input／output．It is supposed that the nonlinear uncertain part

and the gain of nonlinear operator aye described by the constraints of the so called class

K functional．Some robust stability conditions are presented，and an equivalent condi—

tion which CaD．be explained as small gain conditiou is given．The result is illustrated to

be efficient through an example．
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1 引言

不确定反馈系统的L。稳定性问题的研究是近年来控制理论的研究热点之一．Megretsk
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和Rantzer等人基于积分二次约束方法来处理系统的输入输出稳定性问题是该方向的最新

动态”“1．对于一般意义下的L，(1≤p≤oo)稳定性问题的研究进展非常缓慢，至今仍然是

一个具有挑战性的研究难题．Desoer和Vidyasagar研究了一类不确定反馈系统“1，其非线

性不确定环节为无记忆函数≠(f，·)：R—R满足约束ll≯(￡，p)cvll，≤r 0 vll，，其中c和r为

实数．1 993年Vidyasagar用小增益定理给出反馈不确定描述为满足lIA(V)一M训，≤r⋯h

(其中M为线性算子，r为实数)的非线性动态算法⋯．Dong等[63考虑了带有反馈不确定线

性系统的L。稳定性问题．对不确定环节△满足约束0N△(”)一Mylh≤I『z。忆(其中N，M，z

均为因果有界算子)的反馈系统，用范数约束的概念给出不确定线性反馈系统在系统适

定的假定条件下鲁棒L，稳定的充分条件．本文将对带有算子增益约束的非线性系统进

行研究．

2预备知识

基于系统的输入输出特性描述，任意的系统F可以看做是输入信号空间到输出信号空

间的算予F：L翟[o，。。)一Lj。[o，o。)，将其记为F69(L嚣。L；。)，并记11^(￡)11为0，(f)忆

定义1．令G为信号空间L嚣[o，。。)的一个子集．称算子F∈尘(L品，L；。)为在GC

L；[o，o。)上有界，系指若对任意的“∈G当“是有界的(即怕忆<。。)，F(H)也是有界的(即

IlF(“)忆<o。)；称算子F为增量有界的，系指对任意的啦，蜘∈G，当Il“。一毗‰<。。时，有

IfF(u1)一F(u2)忆<。。．

命题1．令FE9(L嚣，L；。)，那么算子F为有界的，当且仅当

F∈尘(L；，L；) (1)

证明．必要性：对有界子空间L卅[o，。。)cL；[o，。。)，有任意的“∈q[o，。。)，忙忆<。。．

由F的有界性，可以得到lIF(“)虬<。。，即F(“)∈L；，从而可知FE9(留，L；)．

充分性：仅需证当F∈审(L埘，L；)时，它可把瑶[o，。。)的任意有界子集映射到L；[o，。。)
的有界子集．

令G是L；[o，。。)上的任意有界子集，则存在r>O使得

G[B(一一{卫∈L嚣[o，。。)llz忆≤r}亡L；[o，co)

且

淝㈣“)II一≤。ma。x。IIF(“)JI一一z<”
反之，若存在H。∈B(r)[q，使得』F(u。)Il—o。，可知F(H’)譬E[o，。。)．这表明F∈

妒(L们，L；)，从而与式(1)矛盾． 证毕．

定义2．若有F6尘(印，L；)，称算子FE口(L；，L；。)为L，稳定的．

命题2．令F6审(L嚣，L；)，则F在L；[o，。。)上一致连续，当且仅当存在70)∈K，对

任意的H。，“。∈L：[o，co)满足

l}F(u。)一F(u：)忆≤y(1旧一H：忆) (2)

证明．必要性：在L嚣[o，。。)上定义

y(f)女sup{IIF(u-)一F(u。)II p“。，Hz∈L品[o，o。)，lJ“，一mII p≤f}
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由于L嚣Eo，。。)是凸的，当F在L品[o，。。)上一致连续时，可以得y(f)∈K．若取t=

』H，一H。忆，由以上y的定义，可以得到《F(ut)F(uz)忆≤y(1l嘶一“z忆)．

充分性：对任意的E>0，由y的连续性可知，存在d(E)>0当II矾一‰忆<d时满足

y(№一Hz忆)<e．进而可以得到

iF(u。)一F(u2)忆≤y(rl“，一H：忆)<￡

由于d与H，和Hz无关。可知连续且有一致性． 证毕．

命题3，令FEF(L嚣，L品)，若存在y(})∈K，对任意的HEL嚣[o，oo)满足

0F(u，)忆≤y(8“T忆)，vT∈R+ (3)

则 F E妒(L：，q)

证明．对任意的uEL；[o，。。)，有

sup怕。忆一怕忆<oo，

IIF(H)II，一sup 0F(u，)Ir，≤sup y(IIH，II，)≤y(IIH忆)<。。

因此可知F(“)EL；，即F∈尘(W，q)．

推论1．若F在L嚣E0，。。)上一致连续，且F(o)一0，则称算子FE口(L品，L；。)是L，稳

定的．

命题4．令FE尘(叼，q)。则一定存在单调非减函数y：R+一R+(7(o)=O)对所有的

“1，H2∈L翟E0，。。)满足

||F(u，)一F(u。)ll，≤y(I}“，H：ll，)，vT∈R+ (4)

证明．对任意的t∈R+，定义

7(￡)一sup{1IF(u，)一F(uz)¨“-沌∈q[o，oo)，1l“，一H：11≤￡}，

则可知y是单调非减函数且满足y(0)一0．对任意的tER+和任意的H。，地EL：满足

llH，一“zl『≤f．由于FE审(L；，q)可知F(u，)∈L7．Eo，。。)，l_1，2．于是可有F(u1)一F(u：)∈

L；E0．。。)，即0F(u。)--F(u2)lI<。。．

记任意的uEL：Eo，oo)在TER+的截断函数为

fⅣ(￡)，t≤T

ur(t)一1 0， 0丁 幅’

对于任意的m，毗∈L；E0，。。)和TER+，可知蚝T，H。rEq E0，。。)．由

0口lr一口。T』=JJ口1一毗¨一t
可得

0F(u，，)一F(u：，)Il≤y(f)一y(I}H。一H。ll r)，v T

由截断函数的定义，显然可以得到0F(u，)--F(u。)lI r≤l}F(u。，)--F(u。，)n于是可得

0F(u1)--F(uz)怯一】|F，(H，)一Fr(n：)ll≤0F(u．，)--F(u。，)Il≤y(I旧一Ⅱ。ll，)，vT

定义3．称算子FE口(L；E0，。。)，L；E0，。。))满足因果律，当且仅当

XTF—XTFX”VT≥0

其中x，为截断算子，即X，F—F，．

考虑图1所示反馈系统，用输入输出方法描述有
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』g一一G‘“’+y (6)
l，一“一P(y)

其中(“，y)，(，，g)∈L盈Eo，一)×L：。Eo，co)，非线性系统G：』。嚣Eo，cⅪ)一L二Eo，。。)和不确

定环节P：L：。Eo，。。)一L品Eo，。。)均为因果有界算子．

图1 不确定反馈非线性系统

Fig．1 The configuration of the systems with feedback uncertainties

定义4．称图1所示反馈不确定系统(6)为适定的，系指由式(6)确定的映射(“，J)一

(，，g)在L≯“Eo，co)上有因果逆．

3问题的描述

对图1所示不确定反馈非线性系统中，若非线性系统G：L；Eo，。。)一L二Eo，。。)和不确

定环节P：L二[o，。。)一L嚣Eo，。。)均为因果有界算子，且其增益分别为K类函数y。和n，

即

llG(H)峙≤％训H忆)，vT≥0 (7)

和

lIP(y)I|，≤yP(0Y怯)，VT≥0 (8)

假定算子P的摄动系统卢满足约束

』p(y)一P(y)h≤扎(|I Y怯)，vT≥0 (9)

且扎∈K．

问题是当系统满足什么样的条件时，带有增益约束(9)的不确定反馈非线性系统是鲁棒

稳定的．

4主要结果

定理1．假定图1所示不确定非线性反馈互联系统(6)对所有摄动系统p是适定的，其

中(H，y)，(，，窖)∈L品Eo，o。)×L0 Eo，。。)，非线性系统G：L品Eo，。。)一L缸F0，。。)和不确定

环节P：L；。E0，。。)一L嚣Eo，c。)均为因果有界算子，且其增益分别为K类函数y。和¨．不

确定环节P的摄动系统P满足约束

』P(y)一P(y)|l r≤扎(恬怯)．VT≥0 (10)

若存在一个eEK。，使得

(L一(诈+扎)(2yG))(z)≥￡(卫)，VX∈Eo，。。) (11)
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其中J。是R+上的恒等算子，则不确定非线性反馈系统是鲁棒稳定的．

证明．

令孝-==卢(，)，y—g+G(，+毒)，则有I薯一P(g+G(，+{))¨≥JI引l。 llP(g+G(，+考))忆

由于

l|P(g+G(f+{))¨≤诈(09+G(f+{)㈦≤

max{¨(2||g忆)，7，(2】|G(f+{)忆)}≤

max{b(21Ig 0。)，诈(27G)(0，+引。)}≤

max{7e(2lIg忆)，n(27G)(2 0f r|。)，诈(2计，)(2忙忆))≤

7，(276)(㈦1。)+max{7，(2_19㈦，7r(27a)(211州。))
于是可以得到

I_{一P(g+G(，+亏))0，≥||{忆一yr(2y“)(Il《《。)一max{yr(2 09 0。)，讳(2y。)(2_l，0，)}一

(I一一玮(2％))(忙忆)一max{蚱(2『Jg忆)，柞(2％)(2f|f Jl。)}

同样可以有

L(0Yj。)一L(09+G(f4-{)忆)≤比(2yG)(Il到。)--max{虼(2 09¨)，扎(270)(2 0flf。)j

由于算子P的摄动系统户满足约束ll卢(一)--P(y)忆≤扎(||y忆)，则可以得到

(J一～砟(27G))(忙II。)一扎(2％)(忙忆)≤

max{儿(2llg¨)，儿(2TG)(2 0f J。))+max{y，(2』|g忆)，7，(27a)(2Il，忆)，

令

P(||g忆+0flI，)=max{扎(2|lg忆)，yd(27c；)(2 0f Jl。))+

max{yP(2||g忆)．诈(2％)(2 0flI。)}

显然P∈K．由已知条件，存在e∈K⋯使得

s(11{0。)≤(I。一(7v+扎)(2Tt，))(11引1，)≤P(1Igll：+if川1。)

等价于

㈦|f≤e 1P(怯虬+1I州，)=≠刚g忆+11州。)
于是可以得到

ll Y忆一《g+G(f+{)忆≤【lgIl，+％(1l州，+忙忆)≤

Ilgn+比(1l，忆+￡_1P(1『g忆+IrflI，))一P(09|j。十l，忆)

显然≠和9都是K类函数，此时反馈互联不确定非线性系统是鲁棒稳定的． 证毕．

下面用小增益条件的形式对定理1中反馈不确定非线性系统的稳定性条件进行等价

变化．

定理2．假定(fd一(Tp+比)(2y(，))∈K。，那么(I。一(外+托)(2托))(z)≥E(z)，V上∈

[0，。。)当且仅当

比(2 7／I；)(L—n(270))“(y)<Y，V Y∈[o，。。) (12)

证明．必要性：令y一(，d一扑(2x，))(z)，由于(Id一(yP+扎)(2K，))(z)≥￡(z)，且E∈

K。，可以得10

(J一一(诈+扎)(2％))∈K。

于是可知存在(J一一y一(2托))～．这样，可有z=(J。一诈(2％))“(，)，从而可以得到
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(L一(yP+扎)(270))(z)一Y (扎(2％))(z)>0

等价于

扎(2％)(L一诈(2％))1(y)<Y，V Y∈[o，。。)

充分性：令z一(I。一郎(2扎；))一1(y)，于是有(J。一(诈+扎)(2托))(z)>0，Vz∈LO，

。。)．由于(L (y，十儿)(2％))∈K*，一定存在一个￡∈K一，使得

(Id(Yv+扎)(2托))(z)≥￡(z)，Vz∈E0，。。)
证毕．

例1．考虑图l所示互联系统，其线性部分为G：J丑一l 12—34 J“+7123j“，非线性部分为
f r一 ] ]

l，一[1 3]工-+“

．．』立。一[13二i]z。+7L_11 sjlu+[‘21jsinx2一～(v)△：J立z—l 8 —2 J。+ ⋯+l 1
l∈一[1 2]zt

rl， 口≥1

其中i(”)={。， 一l<v<l
l—1．口≤一l

非线性反馈不确定环节可表示为㈣cz。，。刈。≤ll[‘2]”忖
通过计算，此反馈系统线性部分的传递函数为G(s)=糍，其非线性部分分别为
Q(s)=i揣和z(s)=歹斋．最后计算可以得到

ZG(J一(酊)一一

通过验证可知ZG(卜QG)

馈不确定系统是鲁棒稳定的

5结论

一4—256s3—1248s2—2432s一1408

F二卜25ss+20854+105ls3+2911s2+4552s+2508

∈zH。，0ZG(I--QG)“忙一o．6882<1．由定理2可知此反

本文通过用K类函数描述jE线性系统和不确定约束的方法，对非线性反馈互联不确定

系统的鲁棒稳定性问题进行了研究，并给出系统鲁棒稳定的条件．
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