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中文摘要

摘 要

近年来，针对非线性系统的控制律设计理念逐步从抵消、抑制非线性，向

尊重、利用非线性在系统演化中的作用过渡。这种趋势在力学系统的控制中尤

为明显。一方面，许多力学系统具有的强非线性与特定约束使得抵消、抑制手

段难以实施；另一方面，力学系统具有明确物理结构性质，利用这些结构性质

在系统演化中的建设作用，可以辅助控制律设计。本文针对多个力学系统，利

用力学结构性质设计协调运动镇定律与协调运动规划算法。研究成果如下：

1. 根据协调定义，将多力学系统协调等价为各力学系统间相对构形满足一

定条件下系统本体速度的同步问题。利用力学系统所具有的对称性，进一步将

多力学系统满足相对构形约束下的本体速度同步问题转化为多力学系统的相对

平衡点镇定问题。

2. 将能量整形思想从镇定单个力学系统推广到多力学系统相对平衡点的镇

定。以镇定方式控制多个力学系统间的相对构形满足协调等价定义中的约束条

件，稳定地实现具有相对平衡点形式的协调运动。针对李群上多个简单力学系

统，给出能量可整形条件，能量整形控制律，以及用于分析协调运动（相对平

衡点）稳定性的李亚普诺夫函数。

3. 将动力学量化组合思想推广到多力学系统的协调运动规划。利用力学

系统的对称性，量化出两类初等运动：协调平航运动，机动（两协调平航轨迹

之间的有限时间状态转移）；推导组合“平航+机动+平航+…+平航”的状态轨

迹，表明其具有正向运动学形式，原动力学规划问题可转化为构形空间上的运

动学规划问题。这种转化不作任何近似，能精确获取原动力学的状态轨迹。

4. 将所推广的能量整形镇定，协调运动规划应用到多个具有不稳定运动模

态的水下航行器。分别在全驱动、欠驱动（内置滑块驱动）情形下实现了多航

行器的协调镇定。与现有基于一致性思想的协调控制方法相比，利用系统结构

性质，不作任何线性化，不依赖构形局部参数化是本文协调镇定律的特色。针

对多个全驱动航行器，设计了的机动，稳定地执行了协调运动规划“平航+机

动+平航”。规划轨迹的闭环执行是与现有运动规划算法的区别。

最后总结全文工作，并给出后续研究方向。

关键词：多力学系统，协调控制，镇定，协调运动规划，相对平衡点，能量整

形，水下航行器，欠驱动
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英文摘要

Stabilization and Coordinating Control of

Multiple Mechanical Systems

Fan Wu (Mechanics (Dynamics and Control))
Directed by Professor ZhiYong Geng

In recently years, there has been an increasing predominance of control techniques
for nonlinear systems that respect, and effectively exploit the nonlinear structure of
the system over imposing some predetermined dynamic behavior through nonlinearity
cancelation or domination. This tendency is especially evident in mechanical control
systems. One reason is that the strong nonlinearity and special constraints of many
mechanical systems made it difficult or impossible imposing nonlinearity cancelation or
domination. Another reason is that the physical structure of many mechanical systems
can be exploited to assist the control design. This dissertation addresses the stabilization
and coordinated motion planning issues for multiple mechanical systems, in a way that
respects and exploits the mechanical nature of the system. The main results are as
follows:

1. By definition, coordination is shown to be equivalent to the consensus of body
velocity of each mechanical system under a constraint on relative configurations. Using
the symmetry property of mechanical systems, the equivalent constrained consensus
problem can be further transformed to a stabilization problem of relative equilibria of
multiple mechanical systems.

2. Extend the energy shaping idea to stabilizing relative equilibria of multiple
mechanical systems. The relative configurations are stabilized to satisfy the constraint
condition of coordination, and the consensus of body velocities is achieved, thus a
coordination denoted as a relative equilibrium is stabilized. For multiple mechanical
systems on a Lie group, the feasible conditions for energy shaping, the correspond-
ing control law, and the Lyapunov function for analyzing the stability of the relative
equilibrium (coordination) are given.

3. Extend the dynamic quantization and combination idea to the coordi-
nated motion planning problem of multiple mechanical systems. By quantizing
two motion primitives: coordinated trimming and maneuver (a finite time transi-
tion between two trimming trajectories), a motion plan is denoted as a combination
“trim+maneuver+trim+...+trim”, and its trajectory is shown to has the structure of a
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英文摘要

forward kinematic map. The original motion planning problem can be transformed to a
kinematic planning problem in the configuration space. This transformation involves no
approximation and the state trajectories of original dynamics can be exactly computed
from the kinematic map.

4. Apply the extended stabilizing and coordinated motion planning method to sta-
bly coordinating multiple underwater vehicles, each of which has unstable dynamics.
For stabilizing, both the fully-actuated case and under-actuated case are considered.
Compared with recent coordinating control works based on consensus idea where the
individual system dynamics are assumed to be single/double integrators, the proposed
method exploits the system’s mechanical structure, avoids linearization, and is inde-
pendent of configuration parameterizations. For motion planning, by designing a stable
maneuver, a motion plan “trim+maneuver+trim” is stably executed. The proposed plan-
ning method distinguishes itself from other motion planning methods as the resulted
plan is executed in a close-loop manner.

This paper concludes with a summary of the results and with a note on several
directions in which above results can be extended.

Key Words: multiple mechanical systems, coordinating control, stabilization, co-
ordinated motion planning, relative equilibrium, energy shaping, underwater vehicle,
under actuation
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第一章绪 论

第一章 绪 论

1.1 多力学系统协调控制的研究背景

近年来，多个力学系统间的协调控制成为研究热点，其动机来源于实际工

程应用。在工程应用中，一群具有感知、通信、决策、运动能力的力学系统，

如各类无人车辆、飞机，自主水面、水下运载工具，空间飞行器，卫星等，能

更好地完成空间上分布的任务，如部署、搜寻、营救、监视、环境监测，探险

考察等 [1]。

在地面，多个无人车辆通过信息交互，进行自主导航与协调，可以实现城

市现代化中的智能交通，或大范围未知区域内的资源探索，甚至在战场上执行

敌方区域内的伤员搜救任务 [2]。

在天空，多个无人机的编队飞行可以减少空气阻力（类似于鸟类群飞迁

徙）对无人机的影响，降低能耗。多个无人机在敌对领空侦察时，通过协调控

制，可以实现雷达迷惑，增加自身的生存概率；而无需像单个无人机为了躲避

敌方雷达的侦测，需要依靠高空（降低了侦察效果）侦察，或外表涂吸收雷达

的材料（昂贵） [3]。

在高空，多个热气球的进行探测工作时，协调控制目标是控制热气球间

的相对位置，使得多个热气球在各种气流扰动下仍能在探测区域维持均匀分

布 [4]。

在太空，多个带有探测器的卫星进行外太空探测时，协调控制目标是同步

各卫星的运动，使得多个探测器的共同使用能大大提高探测精度，也降低了任

务对单个卫星观测能力的要求 [5]。

在水下，由美国海军研究实验室和多所高校联合实施的AOSN （自适应海

洋采样）、ASAP（自适应采样及预测）项目 [6] 展现了携带传感器的水下航

行器网络的协调控制在采集数据、信息方面的作用。研究人员设计了队形可重

构的航行器编队，每个航行器根据自身采集的数据，以及相邻航行器采集的数

据，实时调节自身与相邻航行器的相对构形，使得整个编队能根据当前所处探

测区域的信息源分布情况，实时改变队形，以降低采集数据中的噪声，获取最

具价值信息。这些优势，是单个航行器所不具有的。

正如生物个体自发的组成群落寻求食物、资源、自身生存一样，人们通过
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1.1. 多力学系统协调控制的研究背景

协调控制多个力学系统寻求信息、功能和效益的最大化 [7]。

力学系统是一类具有明确物理结构性质的非线性系统。在结构上，许多力

学系统构形空间往往是一个非线性流形，而非一个平坦的欧氏空间；在动力学

上，许多力学系统是一类带有漂移项的仿射输入非线性系统，所谓“漂移”，

即控制输入为零时，系统未必静止。尤其当力学系统高速运动时，漂移项对其

行为的影响更为显著。此外，力学系统常常存在特定的动力学、运动学约束，

如非完整约束，完整约束等。在实际中，许多实际力学系统是欠驱动的，即控

制输入空间的维数小于系统构形空间的维数。例如飞行器，地面车辆，水面/水

下舰艇通常不安装横向驱动装置。此外，力学系统在与周围环境相互作用时还

可能产生不稳定的运动，比如水下刚体的不稳定轴向平移。

力学系统的控制给传统控制理论带来了挑战。一、力学系统的强非线性，

以及可能存在的非完整、欠驱动等约束常常导致力学系统在平衡状态附近的

线性化模型不可控，从而局部线性化对应的线性系统综合方法和结论失去作

用。而当力学系统的控制向量场满足一定的代数条件时，可以小时间局部可

控 [8, 9]。这正是这类非线性系统吸引大批学者研究的魅力所在，它提供了用较

少控制通道对力学系统实施大范围控制的可能性。二、由于漂移项的存在，力

学系统运动规划问题的控制输入要考虑漂移项对控制向量场的影响。运动规划

问题往往要求在有限的时间内将系统从初始状态驱动到目标状态，并保持在目

标状态或目标状态所在的某一子流形上。由于漂移项的存在，对于连续控制向

量场而言，这通常意味着控制输入的能量为无穷大，从而难于实现。但力学系

统的漂移项具有特定的结构性质，若考虑分段连续的反馈控制输入，使得控制

向量场在不同的驱动模式之间切换，与漂移项有效配合，可以借助漂移项来实

现运动规划。

协调控制多个力学系统则更具挑战性。协调控制同样涉及到力学系统的镇

定，运动规划问题，此外还涉及到力学系统间的通信与避碰。协调控制首先要

解决的问题就是通信拓扑的构建，即为了达到给定协调目标，力学系统间需要

传递何种信息？谁传给谁？其次是在满足系统间安全避让的前提下，镇定单个

力学系统，实现群体协调，这需要综合考虑协调目标以及个体动力学特性。最

后要分析协调控制律的复杂度，确保控制律既能实现协调目标，又不会随力学

系统的数量增加而失去实时性。

综上所述，对于多个力学系统的协调控制，存在如下值得探索的问题：能

否利用力学系统的结构性质将协调目标转化为一个目标子流形的镇定问题？能
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否利用力学系统的结构性质辅助镇定的实现？能否在控制输入受限情形下，利

用漂移项实现力学系统的运动规划？能否在统一的力学结构分析框架下，综合

多力学系统的协调与运动规划？

1.2 多力学系统协调控制的研究现状

当前大多数关于协调控制的研究主要集中在分析由简单节点构成的网络的

动态行为。主要是提出一种理念，揭示群体的协调行为与个体运动以及个体间

信息互联拓扑的内在联系 [10]。针对由多个质点模型（单/双积分器）构成的网

络，文献 [11–17] 等把研究重点放在个体间的互联拓扑结构以及群体的协调行

为上，利用图论工具将整个网络建模成有向图模型，设计了一系列基于一致性

思想的协调控制算法，解决了趋同、入编、编队、主从运动等协调问题。

然而，将针对质点网络的一致性理念应用到多个力学系统的协调，就免为

其难了。力学系统的构形空间不同于质点模型的欧氏空间，比如刚体在三维空

间中的姿态同步，基于一致性思想的协调控制算法不具有全局收敛性 [18]。即

便以质点网络的协调轨迹作为上层规划，多力学系统也很难在动力学层面上实

现轨迹跟踪。因为上一节曾提到力学系统在平衡状态附近的线性化模型不能真

实地反映原系统真实的动力学特性，而且会出现线性化模型不可控的情况。而

反馈线性化的方法则对系统的控制输入提出了较高的要求，其不能广泛适用于

各种力学系统的控制；即便可行，所得到的控制律一概抵消了原系统所有的非

线性特性（比如漂移项引起的运动），往往造成控制代价过大，控制性能鲁棒

性差的问题。

一些学者在研究卫星的姿态同步问题时 [19–21]，将卫星姿态局部参数化成

欧拉角或姿态四元素，利用主从（leader-follower）模式，将姿态同步问题转化

为从对主的轨迹跟踪问题，进而借助质点模型的协调控制算法实现姿态同步。

这类工作存在两个主要缺陷：1. 卫星姿态的坐标表示不是唯一的，得到的协调

控制存在奇异；2. 控制没有充分利用系统的姿态动力学特性，存在控制代价

大，收敛域小等问题。

然而，如果充分认识并利用力学系统的结构性质在系统演化中的建设作

用，可以使控制律设计得到简化，而控制性能却得到提高。由于力学系统的动

态行为与其能量密切相关，能量整形（energy shaping）正是利用力学系统结构

性质进行控制律设计的一种思想。能量整形考虑一类反馈，使得闭环系统仍具
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有简单力学系统的结构形式，但重新塑造闭环系统的动能/势能，即动能/势能整

形，使得期望的动态行为是闭环力学系统的一个稳定解。控制力/力矩实现整形

能量与原始能量之间的改变。以镇定为例，一个最基本的要求就是闭环系统的

能量函数在期望平衡点处取极值。

能量整形最早由Takegaki和Arimoto [22]提出，其思想是利用反馈重塑势

能，用于机械臂的控制。这种思想的后续研究在哈密尔顿框架下得到发展，Van

der Schaft [23] 利用辛几何研究了力学系统的能量整形，展示了如何利用力学系

统的几何结构进行控制律设计。在拉格朗日框架下，Bloch等学者 [24] 利用黎

曼几何研究了能量整形，利用系统的对称性，以及切丛上的速度分解，针对一

类欠驱动简单力学系统设计了一种算法化的动能整形镇定律，将其命名为“受

控拉格朗日函数（Controlled Lagrangians）方法”，简称CL法。在哈密尔顿框

架下，Ortega等学者 [25, 26] 设计了算法化的能量整形控制方法，将其命名为

“互联及阻尼分配的无源化（IDA-PBC）控制”，并应用到电动马达，感应发

电机，功率整流器，磁悬浮系统，电力系统的控制中 [27, 28]。Chang [29, 30] 从

本质上证明了CL法与IDA-PBC法的等价性。

能量整形利用了力学系统的结构性质，比如构形（李群）结构、无源性、

对称性、守恒量等。与传统控制方法相比，能量整形具有明确物理含义，易于

实现，而不依赖于一些纯粹技术上，非自然的方法，如线性化、高增益控制。

能量整形控制借助而非抵消、压制系统的非线性。从已有镇定简单力学系统的

实例来看（从各类车―摆试验系统 [31, 32] 到各类欠驱动水下航行器 [33, 34]、

卫星 [35, 36]等实际系统），基于能量整形获得的稳定性较其他控制方法，如线

性LQR、反馈线性化、高增益等，在系统相空间具有更大的收敛域。整形后闭

环系统的能量函数，可以作为期望平衡点的李雅普诺夫函数，用于估计收敛域

大小，并可进一步研究鲁棒稳定性。

现已有学者尝试以能量整形来解决多力学系统的协调问题，依据是能量的

加和性，将多力学系统看成是一个能量为个体能量之和的力学系统。

Belta [37]首先采用动能整形研究了平面上移动式机器人编队的运动规划问

题。文中构造了整个编队的动能度量，可由一个参数修改。该度量确定了一个

路径优化指标。在该指标下，编队不但能实现最短路径规划，而且通过调节整

形参数，还能实现队形变化。Hanßmann [38] 研究了刚体网络的协调运动，作

者在网络中引入仅依赖于刚体间相对构形的人工势能，其在同步姿态及给定相

对位置处取极值。由该势能耦合的网络是一个具有对称性的哈密尔顿系统，利
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用对称性化简，作者证明了当个体动力学稳定时，网络动力学具有稳定的相对

平衡点（体现为协调运动）。Nair [39, 40]将该结果推广到个体含有不稳定动力

学的情形，主要策略是利用动能整形镇定个体系统，同时配合人工势能实现协

调，镇定了水下刚体群沿不稳定轴向的同步运动。

从物理上讲，由控制引入的人工势能，所起作用类似于在个体间施加了作

用力与反作用力。这样，原先由通信互联的多个力学系统的动态行为变得与多

体动力学相似，协调控制转化为针对多体动力学的控制，可以应用基于能量整

形的控制方法。与之前提到的通过线性化实现卫星姿态同步的例子相比，能量

整形控制不依赖于构形的局部参数化，避免了诸如姿态奇异性等问题的出现。

再加上方法本身利用系统非线性的特点，能量整形控制往往代价不大，收敛域

大，鲁棒性好。

利用能量整形思想设计协调控制另一个特点就是能够综合考虑个体动力学

与协调。当个体动力学较为复杂，比如带有本征不稳定模态或欠驱动时，该特

点尤显重要，文献 [41]充分体现这一点。文中研究了平面上的小车―倒立摆网

络的同步问题。若独立考虑镇定与同步，则先镇定单个车―摆，再基于车的相

对位置实现同步。但仿真表明，如此得到协调控制无法实现预期的稳定同步。

当作者针对整个车―摆网络整形能量时，整形势能是同时依赖车的相对位置以

及摆的相对角度的函数，配合动能整形，才能证明同步运动的稳定性。鉴于在

许多工程应用中，如多个卫星的姿态同步，多个无人直升机、水下航行器的协

调运动规划，个体动力学的稳定性至关重要，并与群体协调性存在很强的耦

合，基于能量整形思想设计协调控制，是解决这类问题一种有效方法。

据已发表的文献，基于能量整形的协调控制设计主要集中在全驱动情形。

对于欠驱动情形，目前只有文献 [41]。主要难点在于欠驱动对可整形势能的限

制，进而直接影响到系统间相对构形的控制。虽然能量整形在镇定欠驱动力学

系统中具有独特优势，但其可行性，以及可整形闭环能量函数的获取归结为关

于闭环动能度量以及势能函数的偏微分方程组（匹配条件）的求解。求解匹配

条件仍是一个尚未解决的开问题 [42]，需要利用力学系统自身的结构来求解。

能否利用力学系统的结构性质，判断协调的可解性，构造能量整形控制律，目

前还未见完备的解答，需要进行深入研究。目前，针对特定类的单个力学系

统，已见到若干匹配条件的简化结果 [43–47]。而针对多个力学系统，如何根据

协调目标得到、求解匹配条件，除了文献 [41] 考虑了特定一类力学系统（满足

简单匹配条件）的同步运动问题外，还未见有相关研究成果。
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本文将沿袭利用系统的结构性质简化匹配条件求解的思路，比如利用力学

系统对称性将匹配偏微分方程组简化为常微分方程组或代数方程组 [43, 48]，利

用特定类力学系统的天然稳定性设计整形势能 [49, 50]等，针对具体的多力学系

统，以能量整形思想实现协调控制。

在力学系统的运动规划方面，当前的规划算法或基于可行性原则或基于最

优性原则 [51]。可行性原则给出的规划没有经过优化往往不是一个好的方案，

只是对于复杂系统难于求得一个好方案时而为之。最优性原则给出的规划在理

论上无疑是最好的，但是这种最优性是假定模型能够精确刻画实际系统的前提

下才成立的。当系统存在不确定性时，最优规划方案不具有鲁棒性。上一节曾

提及，力学系统的漂移项对运动规划的影响不可忽略。最优规划往往不是利用

漂移项的结构性质，而是受其限制，当力学系统带有控制输入约束，或动力

学、运动学约束时，最优规划的求解会变得很复杂甚至不可行，而且付出的控

制成本也比较高。因此，力学系统的运动规划需要利用系统自身的结构性质。

为了利用力学结构性质，Frazzoli [52]首先提出了基于动力学量化组合思

想的运动规划方法，即为力学系统选取若干简单、易于控制的动态行为（量

化），比如系统的匀速运动，通过合理拼接这些基本运动（组合），实现力学

系统从初始状态到目标状态的运行。

Frazzoli利用力学系统的对称性，量化出两类初等运动：沿相对平衡点的匀

速运动，以及相对平衡点之间的有限时间状态转移―受控机动。通过选择、组

合两类初等运动，实现力学系统两状态之间的转移。论文 [52]研究了基于量化

组合思想的运动规划的可控性，并应用于试验无人机的运动规划中，验证了算

法的实时性。在之后的工作 [53, 54]中，Frazzoli将该运动规划方法推广到具有对

称性的一般非线性系统，论证了该规划方案的鲁棒性，并同样基于无人机开展

了试验验证。后续工作 [55] 提出了量化组合运动规划方法应用于多个力学系统

协调运动的可行性，并作了扼要论述。Bhatta [56]针对内驱动的水下滑翔艇，

通过镇定滑翔艇的若干稳态运动，并加以合理拼接，实现了给定路径的近似跟

踪，其低能耗性适用于长期水下运动规划。

利用相对平衡点+机动的方式进行运动规划的关键技术是机动的设

计。Frazzoli [52]是存储无人机的飞行数据，通过在线调用的方式实现机

动。Bhatta [56]是通过镇定律的切换，近似实现机动（非有限时间内）。实

际上，力学系统相对平衡点之间的有限时间状态转移仍是一个尚未解决的开问

题 [57]。除了类似 [52]中的试验方法 [53, 55, 58]，以及基于最优控制的一些局部
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结果之外 [59–62]，目前还未见到可行的设计方法用于实现相对平衡点之间的稳

定、有限时间状态转移。

当前，针对多个力学系统的协调运动规划研究还不多见，尤其未见到明确

利用力学系统结构性质进行协调运动规划。本文将动力学量化组合的思想推广

到多力学系统的协调运动规划，主要是利用相对平衡点+机动的方式解决一类具

有对称性的力学系统的协调运动规划问题。工作重点放在利用系统结构性质设

计多力学系统的相对平衡点之间的机动。

总的说来，多个力学系统的协调控制给传统控制理论带来了挑战，而利用

力学系统结构性质的思想，比如能量整形、动力学量化组合，则给力学系统的

控制带来了一种新的理念，即学会尊重、认识、利用非线性在系统演化中的作

用。本文沿用这种设计理念研究多力学系统的协调控制问题，以期获得较传统

控制设计更为理想的控制效果。

1.3 本文的工作

根据多力学系统协调控制研究现状的综述，本文研究如下协调控制问题：

• 利用能量整形镇定多力学系统的协调运动；

• 利用动力学量化组合，以协调方式实现多力学系统在构形空间上两点之间

的转移。

主要研究工作如下：

1. 定义多力学系统的协调为维持相对构形的运动。当各力学系统间相对构

形满足一定条件时，多力学系统的协调可等价为系统本体速度的同步问题。利

用力学系统所具有的对称性，进一步将多力学系统满足相对构形约束下的本体

速度同步问题转化为多力学系统的相对平衡点镇定问题。

2. 将能量整形思想从单个力学系统的镇定推广到多力学系统相对平衡点的

镇定。以镇定方式控制多个力学系统间的相对构形满足协调等价定义中的约束

条件，稳定地实现具有相对平衡点形式的协调运动。针对李群上多个简单力学

系统，给出能量可整形条件（匹配条件），相应的能量整形控制律，以及用于

分析协调运动（相对平衡点）稳定性的李亚普诺夫函数。

3. 将动力学量化组合思想推广到多力学系统的协调运动规划。利用力学系

统的对称性，量化出两类初等运动：
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i. 协调平航运动，即多力学系统沿相对平衡点的运动。体现为力学系统间保

持相对构形，且每个力学系统沿自身相对平衡点运动；

ii. 机动，即多力学系统在有限时间内从一个协调平航轨迹到另一个协调平航

轨迹的状态转移。

本文推导了组合“平航+机动+平航+…+平航”的状态轨迹，表明其具有正向运

动学形式，原动力学规划问题可转化为构形空间上的运动学规划问题。这种转

化不作任何近似，能精确获取原动力学的状态轨迹。

4. 将所推广的能量整形镇定应用到多个全驱动，具有不稳定运动模态的水

下航行器，以及多个欠驱动（内置滑块驱动），具有不稳定运动模态的水下航

行器的协调镇定。与现有基于一致性思想的协调控制相比，本文镇定设计：

• 不作任何线性化，不依赖构形局部参数化，避免了控制局部性与奇异性；

• 利用力学系统的结构性质，镇定控制律具有明确物理含义，易于实现；

• 可以构造李亚普诺夫函数，证明协调运动的非线性稳定性。镇定收敛域

大，具有鲁棒性。

5. 将所推广的协调运动规划应用到多个全驱动水下航行器，镇定了协调平

航运动，设计了机动，稳定地执行了协调运动规划“平航+机动+平航”。与基

于最优控制的运动规划方法相比，所设计规划方法：

• 以闭环方式执行，具有鲁棒性；

• 初等运动是航行器天然的运动，确保运动规划可行性；

• 初等运动数据的存储、调用方便，规划执行具有实时性。

本论文安排如下：第二章介绍必要的基础知识，并说明后续各章节将要

用到的符号与变量。第三章对应研究工作介绍中的第1、2、3项，将能量整

形思想，动力学量化组合思想推广至多力学系统的协调控制。并以一个欠驱

动力学系统实例，应用所设计的协调控制方法。第四章对应研究工作介绍中

第4、5项，针对多个水下全/欠驱动航行器，进行协调运动镇定，以及协调运动

规划。第五章总结全文，并给出后续研究方向。
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第二章 基础知识

本章为整篇论文提供必要的基础知识，并说明后续各章节将要用到的符号

与变量。此部分内容在专著 [63]中有更为详细的介绍。

2.1 符号介绍

本文中统一用斜体表示标量，黑斜体表示向量，黑直体表示矩阵。文中出

现的所有向量，若不作特别说明，均为列向量。文中使用Einstein求和表示惯

例，即表达式中出现相同指标意味着针对该指标求和，例如αiβ
i :=

∑
i αiβ

i。

表 2.1解释本文所使用的变量与数学符号。

表 2.1 变量与符号列表

表示 含义
t 时间变量
ei R3空间的第i个基向量
δij δ 算子，当且仅当i = j时取1，否则取0
CQ 空间Q上所有连续函数
CnQ 空间Q上所有n次可微函数
C∞Q 空间Q上所有光滑函数
N 全体自然数
R+ 非负实数，即[0,+∞)
Rn n维实数空间
U m m维分段连续的函数空间
[Mij] 第i行j列元素为Mij的矩阵
[M ij] [Mij]的逆矩阵
In n阶单位矩阵
MT 矩阵M的转置

det(R) 矩阵R的行列式
V,x V关于变量x的偏导数

gradV 函数V的梯度
HessM 矩阵M的二阶导数阵（海森矩阵）
diag(x) 以x为对角元素的对角矩阵

× 三维向量间的叉积运算
· 向量间的内积运算

const 常量
dim 维数
span 张成
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2.2 微分流形与李群

2.2.1 微分流形介绍

本小节所作概述主要参考专著 [64]的附录内容，以及专著 [63]的第三章。

一个力学系统的构形往往可由一个光滑流形上的一点描述。一个n维流形M是

一个具有可数基的Hausdorff拓扑空间。直观上，该拓扑空间在局部与n维欧氏

空间Rn相像。严格意义上，M上任意一点的一个开邻域到Rn的一个开邻域上存

在一个同胚映射(homeomorphism)，同胚映射系指一个可逆的连续映射，而且其

逆映射也是连续的。记ϕ是定义在M的一个开子集U上的同胚映射，称(ϕ, U)是

流形M的一个局部坐标卡(coordinate chart)，并且把象点ϕ(U)在Rn中的坐标称

为流形上点的局部坐标。记ψ是定义在M的另一个开子集V上的同胚映射，假

设U与V有重叠，定义W = U ∩V。如果映射ϕ ◦ψ−1 是一个从ψ(W )到ϕ(W )微分

同胚（系指具有光滑逆的光滑映射），则称局部坐标卡(ϕ, U) 和(ψ, V )是C∞相

容的(related)。如果流形M能被一个C∞相容的坐标卡集合覆盖，那么称M为光

滑流形，称这样的一个坐标卡集合为一个光滑图册(atlas)。

记p为流形M上一点，所有经过p点且在p点相切的曲线构成一个等价曲线

类，称该等价曲线类为p点处的一个切向量。所有在p点与M相切的向量构成一

个向量空间，称为流形M在p点处的切空间，记为TpM。

一个切向量Xp ∈ TpM还可以从微分算子的角度来定义。记C∞(p)是定义在

一点p ∈M的邻域上光滑函数的集合。由所有满足莱布尼茨法则：

Xp(fg) = (Xpf)g(p) + f(p)(Xpg), f, g ∈ C∞(p)

的线性映射Xp : C∞(p) → R 构成的线性空间定义为切空间TpM，这样的一个

线性映射Xp称为在p点处的一个导算子。在p点处的一个导算子确定了p点处唯

一的切向量Xp。如果记流形M上点p的局部坐标为x = (x1, · · · , xn)，则切空

间TpM具有一组基
(

∂
∂x1
, · · · , ∂

∂xn

)∣∣
p
，切向量Xp可写为：

Xp = X i ∂

∂xi
:= X1 ∂

∂x1
+ · · ·+Xn ∂

∂xn
.
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以下，本文将使用Einstein求和表示惯例。上述定义突出了切向量的算子作用。

在局部坐标下，可以看出一个导算子对应一个方向导数，其方向正是导算子所

确定的切向量。

切空间TpM的对偶空间称为余切空间，记作T ∗
pM，其中元素ωp : TpM → R

是TpM上的线性泛函，因此ωp将Xp映射为实数。通常将这种映射称为切空间与

余切空间之间的自然偶对作用(natural pairing)：

< · , · >: T ∗
pM × TpM → R.

余切空间的一组基为(dx1, · · · , dxn)，其中基向量满足：

< dxi,
∂

∂xj
>= δij, i, j = 1, · · · , n.

一个余切向量ωp可以写为ωidxi。

流形M上所有点处切空间的不交并集构成了一个2n维的流形TM，称

为M的切丛；流形M上所有点处余切空间的不交并集构成了一个2n维的流

形T ∗M，称为M的余切丛。如果流形M代表一个力学系统的构形空间，那么

切丛TM代表系统的速度空间，切丛上一点(p,Xp)代表一对构形/速度；余切

丛T ∗M代表系统的动量空间，余切丛上一点(p,ωp)代表一对构形/动量。

流形M上的一个向量场X给每一点p ∈ M 分配了一个切向量Xp。如果这种

分配方式是光滑的，即在局部坐标x下，X(x) =
(
X1(x), · · · ,Xn(x)

)T
中每个

元素是流形M上的光滑函数，则称向量场X是光滑的。流形M上的向量场可以

用于描述流形上动态系统，设p(t) : R → M是一动态系统在流形M上的运动轨

迹，其运动方程可由如下微分方程描述：

ṗ(t) =X
(
p(t)

)
, (2.1)

其中X为M上的向量场。称满足方程(2.1)的曲线p(t) 为向量场X的一条积分曲

线，因此系统的所有运动轨迹都是向量场的积分曲线。以ϵ表示一正常数，在时

间段t ∈ [−ϵ, ϵ]上向量场X 的流(flow)定义为一组单参数映射ϕt(x) :M →M，其

满足ϕ(x)是唯一一条在t = 0时刻经过x的积分曲线。

流形M上所有光滑向量场构成一个线性空间X(M)，若赋予该线性空间一个
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双线性、斜对称的二元运算，李括号：

[ · , · ] : X(M)× X(M) → X(M),

其满足雅可比等式：

[[u,v],w] + [[w,u],v] + [[v,w],u] = 0, ∀u,v,w ∈ X(M).

则X(M)成为一个李代数(Lie algebra)。

光滑分布(distribution)是将切空间的子空间以光滑的方式分配给流形M上的

每一个点。由一组光滑向量场{X1, · · · ,Xm}定义的分布是一个特例，该分布定

义为：

△ = spanC∞(M){X1, · · · ,Xm},

其中C∞(M)是M上所有的光滑函数的集合。该分布在任意一点p ∈ M定义了切

空间TpM的一个线性子空间：

△p = spanR{X1(p), · · · ,Xm(p)} ⊂ TpM.

类似地，光滑余分布是将余切空间的子空间光滑地分配给M上每一点。由一组

光滑余切向量场{ω1, · · · ,ωm}定义的余分布是一个特例，该余分布定义为：

Ω = spanC∞(M){ω1, · · · ,ωm}.

2.2.2 李群介绍

李群作为一类特殊的流形，具有丰富的结构性质，也是研究力学系统对称

性的数学工具。

李群(G, ⋆)是一个定义了群运算⋆的光滑流形，且群运算以及群逆运算都是

光滑映射。本文专用G表示李群，专用e表示群G中的单位元素。

给定群元素g ∈ G，利用群运算可以定义g 对另一群元素h ∈ G的左、右群
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作用：

Lg : G→ G; h 7→ g ⋆ h;

Rg : G→ G; h 7→ h ⋆ g.

如果对于所有的g ∈ G满足Lg = Rg，则群G是可交换群，称为Abelian群。群作

用的结果，即两个群元素在群运算下的结果体现了群的结构。以下为书写方

便，也用gh代表g ⋆ h。

在群作用的基础上可以进一步定义从群上一点的切空间到另一点切空间的

切映射：

ThLg : ThG→ TghG;

ThRg : ThG→ ThgG.

上面两个映射分别称为左（右）群作用的切提升，或简称为左（右）切映

射。为了显式计算上述映射，考虑李群G 上的一条曲线g(t) : [−ϵ, ϵ] → G，满

足g(0) = h，因而有ġ(0) ∈ ThG，以及：

ThLg(ġ(0)) =
d
dt

(
Lg(g(t))

)
t=0
,

ThRg(ġ(0)) =
d
dt

(
Rg(g(t))

)
t=0
.

为了帮助理解，可以考虑这样一类李群，其元素可以表示为矩阵。那么，

左（右）群作用，以及左（右）切映射都体现为矩阵的左（右）乘运算。

利用群的左（右）切映射可以比较李群G上不同点处切空间上的切向量。

考虑这样一类向量场，称李群G上的向量场X在G作用下不变是指：

ThLg

(
X(h)

)
=X

(
Lg(h)

)
, ∀h ∈ G.

右不变向量场可以类似定义。给定李群G上的一个左（右）不变向量场，则仅

由任意一点处的向量，利用左（右）切映射，便可以完全描述该向量场。不失
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一般性，在切空间TeG上任取一向量ξ，定义G上一个左不变向量场Xξ，满足：

Xξ(g) = TeLg(ξ), g ∈ G.

通过该方式可以定义李群G上所有左不变向量场的集合，该集合是一个线性空

间，记为XL(G)，可以看出其同构于TeG。

两个左不变向量场的李括号仍是一个左不变向量场，因此XL(G)是一个

李代数。类似地，G上所有右不变向量场组成的线性空间也构成一个李代

数XR(G)。利用向量场的李括号，可以诱导定义切空间TeG上的李括号如下：

[ξ,η] := [Xξ,Xη](e), ξ, η ∈ TeG,

其中Xη := TeLg(η)。在TeG上定义了李括号后，称切空间TeG为李群G的李代

数，本文专用g表示。

对于矩阵李群的李代数中的元素，同样表示为矩阵，李括号运算体现为：

[ξ,η] = ξη − ηξ.

下面举例介绍本文将常用到的几个李群。

例: R3上的旋转群，特殊正交群SO(3)：

SO(3) = {R ∈ R3×3|R−1 = RT , det(R) = 1}.

SO(3)描述了三维空间中刚体的姿态。SO(3)中的单位元是单位矩阵I3。考虑

到SO(3)的李代数是在单位矩阵处的切空间，将等式RTR = I3两边微分：

ṘTR+RT Ṙ = (RT Ṙ)T +RT Ṙ = 0,

其中Ṙ表示关于时间求导。因此RT Ṙ是斜对称的。限制在单位元上，可

知SO(3)的李代数为所有斜对称矩阵的集合：

so(3) = {A ∈ R3×3|AT = −A}.
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定义斜对称算子 ·̂ : R3 → so(3)为x̂y = x× y, ∀x,y ∈ R3,即：

x̂ =


0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0

 = êix
i,

其中(ê1, ê2, ê3) 为so(3)的一组基。so(3)中的元素可以表达为x̂, ∀x ∈ R3，

称x为李代数元素x̂的坐标向量。

记：

ω̂ = RT Ṙ = êiω
i ∈ so(3),

其中ω = (ω1, ω2, ω3)T 为ω̂的坐标向量，称ω为刚体的本体角速度。由

于SO(3)是矩阵李群，李代数so(3)上的李括号运算为矩阵交换乘法运算：

[ω̂1, ω̂2] = ω̂1ω̂2 − ω̂2ω̂1.

因此，赋予李括号的李代数so(3) 与赋予向量叉积的线性空间R3之间是同构

的。 �

例: R3空间上的刚性变换群SE(3)定义为：

SE(3) = {T : R3 → R3|T (x) = Rx+ b, x ∈ R3, R ∈ SO(3), b ∈ R3}.

SE(3)中一个元素g可以表示成4× 4矩阵：

g =

(
R b

0 1

)
.

SE(3)的李代数记为se(3)。se(3)的一组基为：

ε1 =

(
ê1 0

0 0

)
, ε2 =

(
ê2 0

0 0

)
ε3 =

(
ê3 0

0 0

)
,

ε4 =

(
0̂ e1

0 0

)
, ε5 =

(
0̂ e2

0 0

)
, ε6 =

(
0̂ e3

0 0

)
.
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se(3)中一个元素ξ̂可以写成4× 4矩阵形式：

ξ̂ =

(
ω̂ v

0 0

)
= εiξ

i,

其中ξ = (ξ1, · · · , ξ6)T为ξ̂的坐标向量，ω̂ ∈ so(3), v ∈ R3。

李代数se(3)上的李括号运算为矩阵交换乘法运算：

[ξ̂1, ξ̂2] = ξ̂1ξ̂2 − ξ̂2ξ̂1.

李代数se(3)通过同构映射ξ̂ 7→ (ωT ,vT )T 与线性空间R6同构。 �

例: 平面R2上的刚体运动群SE(2)，同构于S1 × R2，其中S1是一维球面：

S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1}.

SE(2)中任一元素g可以表示成一个3× 3矩阵：

g =


cos θ − sin θ x

sin θ cos θ y

0 0 1

 ,

其中θ ∈ S1，(x, y) ∈ R2。SE(2)的李代数为se(2)，具有一组基：

ζ1 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 , ζ2 =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 , ζ3 =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 .

se(2)中的一个元素ξ̂可以写成矩阵形式：

ξ̂ =


0 −ω vx

ω 0 vy

0 0 0

 = ζiξ
i,
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其中ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)T = (ω, vx, vy)
T 为ξ̂的坐标向量。

李代数se(2)上的李括号运算为矩阵交换乘法运算：

[ξ̂1, ξ̂2] = ξ̂1ξ̂2 − ξ̂2ξ̂1.

李代数se(2)通过同构映射ξ̂ 7→ (ω, vx, vy)
T 与线性空间R3同构。 �

李代数上任一元素ξ̂通过左切映射在李群G上诱导出一个左不变向量

场Xξ，该向量场在G上产生向量场的流。因此，李代数g中的元素与李群G中的

元素之间是存在联系的。

记ϕξ(t)是在t = 0时刻经过单位群元素e 关于Xξ的积分曲线，定义指数映

射exp : g → G，将ξ̂t ∈ g, t ∈ R映射成ϕξ(t) ∈ G。因此，指数映射exp : g →
G是从0 ∈ g的一个邻域到e ∈ G的一个邻域的局部微分同胚。

对于矩阵李群，指数映射就是矩阵指数运算：

exp ξ̂t =
∞∑
n=0

(ξ̂t)n

n!
.

前面考虑了李群对自身的作用。更一般的，李群G对流形M的左作用

记为一个光滑映射Ψ : G × M → M，其对于任何p ∈ M，任何g, h ∈ G 满

足Ψ(e, p) = p，Ψ
(
g,Ψ(h, p)

)
= Ψ(Lgh, p)。右作用可以类似定义。为书写方

便，以下也用Ψgp表示Ψ(g, p)。

若对所有非单位元群元素g ∈ G, g ̸= e以及所有p ∈ M，成立Ψ(g, p) ̸= p，

则称群作用Ψ是自由的；若由群作用Ψ 定义的映射(g, p) 7→
(
p,Ψ(g, p)

)
是正则

的，即该映射的逆将紧致子集映射成紧致子集，则称该群作用Ψ是正则的。

流形M上一点p在群G作用下的轨道，即G―轨道，定义为在Ψ作用下从p能

达到的所有点组成的集合：

Orb(p) := {Ψ(g, p)|∀g ∈ G}.

2.3 简单力学系统

简单力学系统（simple mechanical system）是一类有丰富理论内涵，以及广
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泛工程应用背景的力学系统，包括引力场中飞行的各类飞行器，各类地面车

辆，水面/水下航行器，无人机等。“简单”系指拉格朗日函数为动能减势能，

或哈密尔顿函数为动能加势能，源于Smale在文献 [65]中的定义。

对于一个力学系统，首先需要唯一确定系统上每一点在惯性参考坐标系

（以下简称惯性系）中的位置。本文所研究的力学系统上每一点在惯性系中

的位置都可由一个有限维流形Q上一点唯一确定，Q称为系统构形流形，或

构形空间，任一q ∈ Q代表力学系统的一个构形。若Q局部同胚于Rn，可以

定义一个局部坐标卡ϕ : Q → Rn，为流形Q上的每一点q赋予一组（n个）实

数q = (q1, · · · , qn) ∈ Rn（坐标），称n为力学系统的自由度数。对于力学系

统，切向量v ∈ TqQ表示速度，余切向量p ∈ T ∗
qQ表示动量或力（矩）。自然偶

对作用⟨p,v⟩ 对应系统的能量或功率。

为描述力学系统的动能，需要赋予构形流形一个度量。Q上一个黎曼度

量Mq在每个q ∈ Q的切空间TqQ上定义了一个正定内积：

≪ · , · ≫q: TqQ× TqQ→ R.

黎曼度量在TQ与T ∗Q之间诱导出两个映射，将系统的速度与动量联系起来。定

义flat映射M ♭ : TQ→ T ∗Q，

≪ vq,wq ≫= ⟨M ♭vq,wq⟩, ∀vq,wq ∈ TqQ.

定义sharp映射M ♯ : T ∗Q→ TQ，

⟨pq,wq⟩ =≪M ♯pq,wq ≫, ∀pq ∈ T ∗
qQ,∀wq ∈ TqQ.

以(q1, · · · , qn) ∈ Rn 表示构形q的局部坐标，以(q̇1, · · · , q̇n) ∈ Rn 表示速

度vq的局部坐标，则M ♭的局部坐标是一个n× n阶正定矩阵：

M = [Mij(q)].

在不引起混淆时，本文也直接用[Mij]表示M，隐含度量矩阵依赖与构形q。

而M ♯的局部坐标为[Mij]
−1，按惯例记作[M ij]。
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按照Bullo [63]的提法，简单力学控制系统可由如下几个对象定义：

(1) 一个n维的流形，称为构形流形，局部坐标为：q = (q1, · · · , qn)；
(2) 构形流形Q上的黎曼度量，Mq : TQ× TQ→ R 称为动能度量；

(3) 函数V : Q→ R，称为势能函数；

(4) 映射F : TQ→ T ∗Q，代表系统所受的外力；

(5) 一个m维余分布F = spanCQ{F 1, · · · ,Fm} ⊂ T ∗Q，代表控制输入力。

简单力学系统的拉格朗日函数L : TQ→ R可写为：

L(q, q̇) =
1

2
≪ q̇, q̇ ≫q −V.

以局部坐标表示为：

L(q, q̇) =
1

2
q̇TMq̇ − V.

根据哈密尔顿最小作用原理，简单力学控制系统的运动方程由欧拉―拉格朗日

（EL）方程给出：
d
dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= F + F kuk, (2.2)

其中分段连续函数ui ∈ U 是控制信号。EL方程写成局部坐标形式为：

Mq̈ +Cq̇ = −∂V
∂q

+ F + u, (2.3)

其中u = F kuk代表控制力，C ∈ Rn×n 是对应度量矩阵M的哥氏力矩阵，其元

素为：

Cij(q, q̇) =
1

2

(
∂Mij

∂qk
+
∂Mik

∂qj
− ∂Mkj

∂qi

)
q̇k. (2.4)

当dim(F ) < dim(T ∗Q)，即m < n时，称系统是欠驱动的。

EL方程中局部坐标的选取是任意的。当子余切丛F可积时（系指其

零化（annihilator）子切从F⊥ ⊂ TQ是Frobenius可积的），可选取局部坐

标(q1, · · · , qm, · · · , qn), m = dim(F )，使得F = spanCQ{dq1, · · · , dqm}。在该

局部坐标下，EL方程(2.2)可写为：

d
dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= Fi, i = m+ 1, · · · , n, (2.5)
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d
dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= Fj + uj, j = 1, · · · ,m.

写成坐标形式(2.3)后，右端控制信号具有形式：u = (0, · · · , 0, u1, · · · , um)T。

2.4 李群上的简单力学系统

对于许多简单力学系统，尤其是各类人造车辆、航行器，其构形流形Q具

有额外的结构性质，即李群的性质。充分利用李群的结构性质，往往能简化描

述系统运动的EL方程。专著 [63]给出了关于李群上力学系统的精确，完整，详

细的讨论。

对于李群上的简单力学系统，通过合理选择参考坐标系，其EL方程的表示

形式可以得到极大的简化。一种常用的坐标系称为本体坐标系(body frame)，

其与系统本身刚性地互联。在惯性系中，力学系统构形流形通常表示为一个

矩阵李群G，其李代数为g。系统的构形表示为一个矩阵g ∈ G，记g(t)为构形

流形上的一条曲线，其变化率可以表示为ġ = gξ̂b，其中ξ̂b ∈ g代表系统的本

体速度。因此，g可以看作是从切空间TeG到切空间TgG的切映射。利用伴随算

子Adgξ̂ : g → g 可以将本体速度ξ̂b 转化为该速度在惯性系中的表示ξ̂s，称ξ̂s为

系统的空间速度。由于构形李群是矩阵群，伴随算子体现为：

Adgξ̂ = gξ̂g−1.

由于李代数是矩阵李代数，指数映射exp : g → G体现为g上的矩阵指数运算。

定义adξ : g → g 为李代数g上坐标向量形式的李括号运算，即adξη表

示[ξ̂, η̂]的坐标向量。在g的对偶空间g∗上，定义ad∗
ξ : g

∗ → g∗ 为坐标向量形式的

对偶李括号运算：

< α, adξη >=< ad∗
ξα,η >, ∀α ∈ g∗, ∀ξ̂, η̂ ∈ g.

仿照Bullo [63]的表示方法，可以定义李群上的简单力学系统。

定义 2.1: 李群G上的简单力学系统可由如下几个对象定义：

(1) 一个n维的李群G，称为构形流形；

(2) 李代数g上的内积I，定义系统动能；
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(3) 函数V : G→ R，称为势能函数；

(4) 映射f : g → g∗，代表在本体坐标系中表示的外力；

(5) 线性空间S = spanR{f 1, · · · ,fm} ⊂ g∗，代表在本体坐标系中表示的控制

输入力。

评注 2.2: 定义在g上的内积I通过左平移诱导出定义在TG上的黎曼度量即为动

能度量 [63]，I也称为动能张量。由于I不依赖于构形，其诱导出的动能度量是

左不变的。在不引起混淆时，本文也将内积I在g的一组基下的矩阵表示记为I。

记g∗为切向量映射g的对偶映射（前面提到g可以看作是从TeG到TgG的切映

射），对于势场力dV ∈ T ∗G，则成立：< g∗dV, ξ >=< dV, gξ >。

Bullo [63]将EL方程(2.2)推导至李群上简单力学系统的运动方程：

ġ = gξ̂b, (2.6)

ξ̇b = Ξ(g, ξb,u) = I−1
(
ad∗

ξbIξ
b − g∗dV + f + u

)
, (2.7)

式中u = f iui代表控制输入。方程(2.6)称为运动学方程；方程(2.7)称为动力学

方程，或欧拉―庞加莱方程。方程(2.7)两端的各个元素均以其坐标向量表示。

定义系统的状态为x = (g, ξb)，其属于2n维流形X = G×g。注意，ξb ∈ g系

指坐标向量ξb代表的李代数元素ξ̂b ∈ g，以下雷同。方程(2.6), (2.7) 可以写为仿

射输入非线性系统的形式：

ẋ = h(x) +

(
0

u

)
. (2.8)

2.5 对称性与相对平衡点

力学系统的一个重要性质是其动力学具有对称性，即系统的动力学在某

种群对状态作用下的不变性。以系统(2.8)为例，考虑一个李群H ⊆ G，其在状

态x = (g, ξb)上的作用表示为：

Ψ
(
h, (g, ξb)

)
= (hg, ξb).
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系统起始于初始状态x(0) = x0，在控制输入u 作用下的状态轨迹x(t)记

为ϕu(t,x0)，称为状态流（state flow）。

定义 2.3: [52] 考虑李群G上的简单力学系统(2.8)，称群H ⊆ G是对称群，

或称系统在群H作用下不变，是指对于所有的h ∈ H，x ∈ X，t ∈ R，以

及u ∈ U m，成立：

Ψ
(
h, ϕu(t,x0)

)
= ϕu

(
t,Ψh(x0)

)
.

根据定义，系统在对称群作用下的不变性意味着群对系统状态的作用

与状态的流是可交换的。图2.1示意了系统的对称群。 这种不变性还意味

0x

g

0g u
x

0
u

x

g

u

u

0g
x

图 2.1 系统的对称群示意

着如果(x(t),u(t))是系统的一条（状态与控制）轨迹，那么对于所有的h ∈
H，

(
Ψh(x(t)),u(t)

)
也是系统的一条轨迹。

命题 2.4: [52] 系统(2.8)具有H对称当且仅当欧拉―庞加莱方程(2.7)在H作用下

不变，即对于所有h ∈ H，g ∈ G，ξb ∈ g，u ∈ U m成立：

Ξ(g, ξb,u) = Ξ(hg, ξb,u).

对于保守力学系统，如果其拉格朗日函数在对称群作用下不变，则满足上

述条件。这种对称性体现为拉格朗日函数不依赖于某些局部坐标qi，此时称坐

标qi是循环的。循环坐标对应的广义动量pi := ∂L/∂q̇i 是守恒的，这直接导致系

统运动方程的简化，因为系统状态空间可以减少(qi, pi)。
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对称性化简是简化力学系统分析时极其有用的工具 [66, 67]。在控制输入允

许的前提下，可以设计反馈使得一些原本非循环的坐标变成循环坐标。其实，

这是改变系统(2.8) 右端的向量场使其变得可积（类似势能引起的势场力），且

不再依赖于某些坐标变量。通过控制实现某些变量循环（对称性）的做法，可

以简化某些控制问题的求解，这正是后续章节中利用对称性进行运动规划的核

心思想。然而，Frazzoli [52]指出对于对称性的利用，控制界远远不及力学界。

对称性是力学系统控制中的一个值得利用的性质。

简单力学系统另一个重要性质是相对平衡点。考虑李群G上的简单力学系

统(2.8)，H ⊆ G是对称群，h是其李代数。

定义 2.5: [52] 在初始状态x0 = (g0, ξ̄
b) ∈ G × g下，如果存在一个常值控

制ū ∈ Rm，使得系统本体速度沿受控轨迹恒为ξ̄b ∈ g，空间速度恒为ξ̄s ∈ h，其

满足ξ̄s = Adg0 ξ̄
b，那么称系统的轨迹：

g(t) = exp(ξ̄st)g0 = g0 exp(ξ̄
bt),

ξb(t) = ξ̄b.

为一个相对平衡点。在不引起混淆时，也用速度ξ̄b(或ξ̄s)指代相对平衡点。

评注 2.6: 沿着相对平衡点，系统的本体速度ξb，以及控制输入u均为常值，物

理上体现为一种匀速运动；从控制上讲，相对平衡点是系统的稳态运动；在宇

航学中，常称相对平衡点为平航轨迹（trim trajectories）。

从定义可以看出，系统的相对平衡点既是系统运动方程的解，又是对称群

的作用轨道。对于李群上的力学系统，如果存在相对平衡点，则相对平衡点正

是限制在李代数上演化的动力学（欧拉―庞加莱方程）的平衡点。

例: （理想流体中的水下航行器）考虑浸没在不可压缩，不可旋转，无粘性，

且在无穷远处静止的理想流体中一刚体，该刚体的构形流形为SE(3)，其李代

数为se(3)。刚体的构形g ∈ SE(3)，以及本体速度ξ̂b ∈ se(3)表示为：

g =

(
R b

0 1

)
, ξ̂b =

(
ω̂ v

0 0

)
,
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其中R ∈ SO(3), b ∈ R3 分别表示刚体相对于惯性系的姿态与位置；ω̂ ∈
so(3), v ∈ R3 分别表示刚体的本体角速度与线速度。刚体的运动学由方

程(2.6)得到：

Ṙ = Rω̂,

ḃ = Rv.

假设刚体受到重力与浮力平衡，且重心与浮心重合，因此无势能。刚体

的拉格朗日函数为：L = 1
2

(
ωTJω + vTMv

)
，其中J = diag(J1, J2, J3)，M =

diag(m1,m2,m3)是惯量矩阵，其包含了刚体与流体的相互作用所产生的添加惯

量(added masses)。这部分增加惯量是考虑到刚体的运动同样会造成周围流体的

运动，因此等价于增加了系统的惯量。

李代数se(3)上的李括号运算（坐标向量形式）对应的矩阵为：

ad(ω,v) =

(
ω̂ 0

v̂ ω̂

)
.

对偶李括号运算（坐标向量形式）对应的矩阵为上面矩阵的转置：

ad∗
(ω,v) =

(
ω̂ 0

v̂ ω̂

)T

.

刚体的动力学由欧拉―庞加莱方程(2.7)得到：

Jω̇ = Jω × ω +Mv × v + uτ ,

Mv̇ = Mv × ω + uf , (2.9)

其中u = (uT
τ ,u

T
f )

T ∈ se∗(3)是控制力。

群SE(3)对状态(g, ξb)的作用为：

Ψg̃(g, ξ
b) = (g̃g, ξb), ∀g̃ ∈ SE(3).

易见欧拉―庞加莱方程在群SE(3)的作用下不变，因此系统具有SE(3)对称。
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相对平衡点可以用使得方程(2.9) 右侧为零的常数组(ξ̄b, ū)表示。经计算，

当u = ū = 0时，

̂̄ξb = ( αêi βei

0 1

)
, i = 1, 2, 3, α, β ∈ R,

就是相对平衡点，相应的轨迹为：

g(t) = g0 exp
̂̄ξbt,

ξb(t) = ξ̄b.

上式中群SE(3)上的指数映射为矩阵的指数映射。 �

物理上讲，SE(3)中刚体的相对平衡点包含匀速直线运动、圆周运动、螺

旋运动。李群上的简单力学系统包含了许多实际的力学系统，比如各类人造车

辆，航行器等，往往具有更加丰富的对称性，比如空间平移对称性（对应系统

的线动量守恒），沿空间某一方向的旋转对称性（对应系统沿该方向的角动量

守恒），以及时间平移对称性（对应系统的能量守恒）。

2.6 稳定性相关

最后回顾关于动力系统稳定性的一些结果，这部分内容主要参考专

著 [68]。考虑在一个n维流形上演化的动力系统：

ẋ =X(x), x ∈M,

其中X是M上的给定向量场。满足X(xe) = 0的点xe ∈ M称为平衡点。一个平

衡点是稳定的，是指所有从该平衡点附近出发的轨迹，在之后所有时间内，始

终位于平衡点的邻近，即系统的一个平衡点如果满足：

(1) 对于任意一个ϵ > 0，存在一个δ，使得所有满足∥x(0) − xe∥ ≤ δ 的系统轨

迹在任意时刻t ≥ 0同样满足∥x(t) − xe∥ ≤ ϵ，其中∥ · ∥是M上点的局部坐

标的欧氏范数，则称平衡点稳定；

(2) 稳定，并且满足limt→∞ x(t) = xe，则称平衡点渐近稳定；

(3) 否则，称平衡点不稳定。
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一般称系统稳定，严格意义上讲是指系统平衡点是稳定的。判断一个系统

平衡点的稳定性，通常使用李雅普诺夫直接法和间接法。间接法是通过判断原

系统在平衡点处的线性化模型的特征值来间接判断原系统的稳定性，直接法是

通过构造一个类似能量的李雅普诺夫函数，直接判断稳定性。

假设在平衡点xe的一个邻域D内存在一个可微函数V (x)，其在xe处取严格

极小值，比如V (xe) = 0，并且：

V (x) > 0, ∀x ∈ D − {xe}.

如果沿系统轨迹的时间微分：

V̇ (x) ≤ 0,

则平衡点xe是稳定的；如果：

V̇ (x) < 0, ∀x ∈ D − {xe},

则平衡点xe是渐近稳定的。

当V̇是半负定时，还可以利用LaSalle不变原理证明渐近稳定性。

对于系统ẋ =X(x)，一个集合Ω若满足：

x(0) ∈ Ω ⇒ x(t) ∈ Ω, ∀t ∈ R,

则称Ω是系统的不变集；若仅对t ≥ 0成立，则称Ω为正不变集。LaSalle不变原

理陈述如下：

设Ω ⊂ D是系统的一个紧致的，正不变集合，令：

E = {x ∈ Ω|V̇ (x) = 0}.

设H是E中的最大不变子集，则所有从Ω中出发的轨迹当t → ∞都收敛到H。如

果H = {xe}，则平衡点xe是渐近稳定的。
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2.7 受控拉格朗日函数方法回顾

受控拉格朗日函数（controlled lagrangians）方法（以下简称CL法）是一种

基于能量整形思想，镇定欠驱动力学系统的非线性设计方法。CL法通过反馈，

赋予闭环系统新的能量函数，同时保持力学系统的拉格朗日结构（闭环系统仍

是一个简单力学系统），这种思想称为“能量整形（energy shaping）”。CL法

考虑这样一类反馈控制，其使得闭环系统是对应一个新拉格朗日函数（受控拉

格朗日函数）的自由EL方程。受控拉格朗日函数中的动能度量，以及势能函

数中含有控制参数，以闭环能量作为李亚普诺夫函数，指导这些控制参数的选

择，使得闭环能量在期望的（相对）平衡点处取极值，从而获得李亚普诺夫稳

定性。

假设一简单力学系统的EL方程由(2.5)表示，其拉格朗日函数为：

L(q, q̇) =
1

2
q̇TMq̇ − V.

当系统不受外力时，EL方程(2.5)的坐标形式可写为：

Mq̈ +Cq̇ +
∂V

∂q
=

(
0

u

)
. (2.10)

如果能成功应用，CL法提供了一个反馈控制u(q, q̇)，以及一个CL函数：

Lc =
1

2
q̇TMcq̇ − Vc,

式中Mc, Vc分别是通过反馈修改后的动能度量，以及势能函数。闭环系统正是

由对应CL函数Lc的自由（无外力）EL方程所描述的自由简单力学系统：

Mcq̈ +Ccq̇ +
∂Vc
∂q

= 0, (2.11)

其中Cc是对应闭环动能度量Mc 的哥氏力矩阵。

闭环动能度量Mc以及闭环势能函数Vc必须满足一定的条件，使得相应的反

馈可由欠驱动控制实现，称该条件为匹配条件。匹配条件确保了闭环系统(2.11)
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不需要在无驱动变量上施加控制得到。

从闭环方程(2.11) 中求解q̈，并代入开环方程(2.10)中，便得到M, V与控制

改变后的Mc, Vc之间的关联：

(
0

u

)
= MM−1

c

(
−Ccq̇ −

∂Vc
∂q

)
+Cq̇ +

∂V

∂q
. (2.12)

方程(2.12)的上半部分就是匹配条件，这是一组以Mc, Vc为变量的非线性的

偏微分方程（PDE）。求解出满足匹配条件的Mc以及Vc，代入方程(2.12) 的下

半部分，便可求出实现Mc, Vc的反馈控制u。通常情况下，匹配的Mc以及Vc 是

一组参数化的函数，其中的参数最终出现在控制u中，体现为控制参数。

匹配之后，闭环系统是一个自由的简单力学系统，其能量：

Ec =
1

2
q̇TMcq̇ + Vc

是守恒的，因此可以作为李亚普诺夫函数用于稳定性分析，以及镇定的设

计。通过选择控制参数，使得期望的（相对）平衡点位于闭环能量函数Ec的

极小（极大）处，从而获得稳定性。在稳定的基础上，可以设计反馈阻尼使

得Ėc ≤ 0 (Ėc ≥ 0)，借助LaSalle不变原理来分析渐近稳定性。

附录A.1从几何力学的角度详细介绍了CL法的设计思想，步骤，以及相关

应用。
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第三章 多力学系统的协调控制

绪论中曾提及，在工程应用中，一群具有感知、通信、决策、运动能力的

力学系统，能更好地完成空间上分布的任务。在执行这些工程任务时，出于自

主性的要求和某些硬件条件的限制，一般只有在物理上邻近的力学系统之间可

以交互信息，而不存在一个位于更高层面上的干预者为每个力学系统提供全局

信息。因此，单个力学系统需要有能力基于局部信息，决策自身运动。这种内

部建立了分布式信息互联，并据此决策自身运动的力学系统群体称为一个力学

系统网络 [4]。当前许多控制学家以及工程师们期望在力学系统网络中模仿生物

群落中的协调机制，设计协调控制算法，让网络去实现由单个系统难以完成的

工程任务，或降低具体任务对单个系统功能、性能上的要求 [6]。

本章针对李群上多个简单力学系统，定义协调的概念，描述协调控制问

题，并设计相应的协调控制策略。

3.1 多力学系统协调控制的问题描述

考虑李群G上N个简单力学系统，gi ∈ G表示第i个系统（以下简称个体i）

的构形。力学系统之间的相对构形可以利用李群左、右逆作用来刻画。

定义 3.1: 个体i相对于个体j的相对构形定义为gij = g−1
j gi.

协调的概念可由相对构形定义。

定义 3.2: [18] N个力学系统处于协调运动系指任意两个体i, j，相对构形gij维持

常值。也将协调运动简称协调。

多力学系统之间进行信息交互时，信息流可建模成一个通信连接的集合。

以j  i表示个体j向个体i发送信息，此时称个体j为个体i的相邻个体。存在通

信连接的多个力学系统称为力学系统网络。

将每个力学系统用一个节点代表，从节点j指向节点i的一条有向边表

示j  i。那么，N个系统之间的信息流模型可以用一个有向图G来表示。以下

论文遵循假设：力学系统网络在双向通信图G上进行信息交互。换言之，如果

通信图G中存在有向边j  i，那么也存在有向边i j。
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根据定义3.2，协调对相对构形提出了要求。接下来，不妨研究协调对个

体速度提出的要求。由于构形流形上的速度属于各自的切空间，若要比较

速度，必须将一个切空间上的速度转换到另一切空间上。鉴于构形流形是一

个李群G，利用其结构性质，各个构形处的速度可以通过群作用的方式转换

到G的单位元的切空间TeG，即李代数g上。以ξ̂b ∈ g表示系统的本体速度，

以ξ̂s = Adgξ̂
b ∈ g 表示系统空间速度。为书写方便，在不引起混淆时，以下本

文也用坐标向量ξ代表李代数元素ξ̂。

命题 3.3: [18] 矩阵李群上N个个体的协调等价于每个个体具有相同的空间速

度。

证明: 对于相对构形gij(t) = gj(t)
−1gi(t)，有

d
dt
(
g−1
j gi

)
= L∗

g−1
j

d
dt
gi +R∗

gi

d
dt
g−1
j

= L∗
g−1
j
L∗

gi
ξbi −R∗

gi
L∗
g−1
j

Adgjξ
b
j

= L∗
g−1
j

(
L∗
gi
ξbi −R∗

gi
Adgjξ

b
j

)
= L∗

g−1
j
L∗

gi

(
ξbi − L∗

g−1
i
R∗

gi
Adgjξ

b
j

)
= L∗

gij

(
ξbi − Adgjiξ

b
j

)
= L∗

gij
Ad−1

gi

(
ξsi − ξsj

)
,

式中L∗, R∗分别是群左，右作用的切提升，对于矩阵李群，分别表示为矩阵

左，右乘运算。由于L∗
gij
以及伴随算子Ad−1

gi
都是可逆的，相对构形gij(t) =

const的条件等价于李代数g上的代数条件ξsi = ξ
s
j，从而得证。 �

命题 3.4: [18] 定义Gξ := {g ∈ G|Adgξ = ξ}，若每个个体具有相同的本体速

度ξb，且对于任意i, j，满足gij ∈ Gξ，则力学系统网络处于协调。

证明: 既然已经有ξbi = ξ
b
j = ξ

b，只要证明Adgiξ
b = Adgjξ

b，便可由命题1得证。

显然，当Adgijξ
b = ξb时，有Adgiξ

b = Adgjξ
b，即ξsi = ξ

s
j，从而得证。 �

评注 3.5: 命题3.3, 3.4 将李群上的协调问题转化为李代数上空间速度的一致性

问题，或相对构形满足一定条件下的本体速度一致性问题。命题3.3 对应于文

献 [18]中左协调的等价条件。命题3.4对应于文献 [18]中全协调的等价条件。
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相对构形gij在李群G的左作用下是不变的，另外，如果每个个体都具有对

称群G，或更一般地，具有对称群H ⊆ G，回忆第二章中基于本体/惯性速度的

相对平衡点定义，则可以利用相对平衡点来定义多力学系统的若干种协调。为

了使得后续的分析与设计简洁明了，本文遵循以下假设：

假设 3.6: 多力学系统中每个个体完全相同，且均具有对称群H ⊆ G.

定义 3.7: 考虑李群G上由N个相同的简单力学系统构成的网络，假设个体存在

相对平衡点。若每个个体都沿自身的相对平衡点运动，同时相对构形保持固

定，则称这类协调为力学系统网络的相对平衡点。

评注 3.8: 定义3.7下的相对平衡点，不同于多个力学系统以一个刚体形式运动的

相对平衡点。定义3.7所包含的协调较刚体形式运动的相对平衡点更广，比如多

个刚体保持相对构形，同时每个刚体沿自身某固定轴的匀速旋转运动。

假设每个个体具有定义2.5下的相对平衡点，记作ξ̄s ∈ h，h为对称群H的李

代数；或记作ξ̄b ∈ g，g为李群G的李代数。

相相相对对对平平平衡衡衡点点点I 在初始状态xi(0) = (gi(0), ξ̄
s), i = 1, · · · , N下，力学系统网络具

有相对平衡点：

g1(t) = exp(ξ̄st)g1(0),

gα(t) = g1(t)gα1(0), α = 2, · · · , N,

ξs1(t) = · · · = ξsN(t) = ξ̄s. (3.1)

相相相对对对平平平衡衡衡点点点II 在初始状态xi(0) =
(
gi(0), ξ̄

b
)
, i = 1, · · · , N满足gij(0) ∈ Gξ̄b , i ̸=

j时，即：

Adgij(0)ξ̄
b = ξ̄b, 1 < i ̸= j < N, (3.2)

力学系统网络具有相对平衡点：

g1(t) = g1(0) exp(ξ̄
bt),

gα(t) = g1(t)gα1(0), α = 2, · · · , N,

ξb1(t) = · · · = ξbN(t) = ξ̄b. (3.3)
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虽然上述两种相对平衡点都体现为协调，但相对平衡点II所描述的协调

比I所描述的协调更显“协同”。按照文献 [18]的定义，相对平衡点II实质是一

种全协调，此时每个个体既具有相同的空间速度，又具有相同的本体速度。

相对平衡点是力学系统天然、低能耗的运动。生物界各种群落就广为利用

相对平衡点，如大雁编队迁徙飞行能节省个体的能量。研究相对平衡点一方面

有利于揭示这些自然群集现象的本质，另一方面可以利用相对平衡点构造初等

运动，用于各类力学系统的运动规划。本文所研究的协调控制问题具体化为：

协调镇定问题: 针对N个在李群G上运动，以通信图G进行信息交互的简单力学

系统，利用个体的自身状态，以及所接收相邻个体的状态，设计个体反馈控制

律，使得力学系统网络的相对平衡点(3.1)，或者(3.3)是渐近稳定的。

协调规划问题: 针对N个在李群G上运动，以通信图G进行信息交互的简单力学

系统，利用个体的自身状态，以及所接收相邻个体的状态，设计个体反馈控制

律，使得力学系统网络以协调方式实现李群上两点之间的转移。

3.2 基于能量整形思想的协调镇定

本节将能量整形思想推广到多力学系统协调的镇定设计中来。

定义 3.9: 协调的N个个体间固定的相对位置定义为队形。

基于本体速度定义的相对平衡点(3.3) 对个体间相对构形提出了要求。如果

对协调所呈现的队形有所要求，则无论是在相对平衡点(3.3)中，还是在基于空

间速度描述的相对平衡点(3.1)中，相对构形的初始状态都不能是任意的。

为了在任意初始构形下实现具有特定队形的协调，需要引入相对构形的控

制。由于势能是仅依赖于构形的函数，可以在力学系统网络中引入人工势能，

通过势场力来控制相对构形。为了不约束整体队形在李群上的运动，人工势能

只依赖于相对构形。另一方面，考虑到个体沿自身相对平衡点的运动可能是不

稳定的，需要进行个体镇定设计。因此，人工势能需要满足两个假设条件：

条件 3.10: 人工势能是仅依赖于个体间相对构形的函数。

条件 3.11: 由整个网络的能量（可能已经进行镇定整形），以及人工势能加和

而成的总能量，沿着相对平衡点(3.3)取极值。
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条件3.10保留了队形在李群上运动的任意性。条件3.11保证了相对平衡

点(3.3)的稳定性。构造个体间的人工势能与单个体的能量整形镇定不是相互独

立的，需要利用各自的设计自由度互相补充，才能整形出符合条件3.11的总能

量函数（参见 [41]中的设计）。

基于个体的运动方程(2.6, 2.7)，记网络的构形为：

g = (g1, · · · , gN) ∈
N︷ ︸︸ ︷

G× · · · ×G,

网络的本体速度为：

ξb =
(
ξb1, · · · , ξbN

)
∈

N︷ ︸︸ ︷
g× · · · × g .

网络的状态空间可写为XN = GN × gN，其中上标N代表N次笛卡尔积。

第2.3节中提到，在个体的控制输入余分布可积的前提下，可以为其构

形gi选取一组局部坐标：

qi =

(
[qαi ]

[qai ]

)
,

式中用希腊字母上标表示无控制施加变量，用英文字母上标表示直接施加控制

的变量，此时控制输入矩阵具有形式：

Gi =

(
0

Im

)
,

其中m = dim[qai ]是控制维数。

以q = (qT1 , · · · , qTN)T表示力学系统网络的构形局部坐标，无外力时，未耦

合（个体间相互独立）网络的EL方程可写为：

Mopq̈ +Copq̇ +
∂Vop

∂q
= Gu, (3.4)
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式中控制u ∈ U Nm，G是输入矩阵，表示为：

G =

(
0

INm

)
,

网络的势能函数为：

Vop =
N∑
i=1

Vi.

Mop是网络的惯量矩阵，表示为：

Mop =



[
M1

αβ

]
0 0

0
. . . 0

0 0
[
MN

αβ

]
[
M1

αa

]
0 0

0
. . . 0

0 0
[
MN

αa

][
M1

aα

]
0 0

0
. . . 0

0 0
[
MN

aα

]
[
M1

ab

]
0 0

0
. . . 0

0 0
[
MN

ab

]


. (3.5)

矩阵元素中上标i代表个体i。个体i的惯量矩阵表示为：

Mi
op =

( [
M i

αβ

] [
M i

αa

][
M i

aα

] [
M i

ab

] ) .
矩阵Cop是对应Mop的哥氏力矩阵。

根据能量整形思想，记力学系统网络的闭环动能度量为：

Mcl =



[
M̃1

αβ

]
0 0

0
. . . 0

0 0
[
M̃N

αβ

]
[
M̃1

αa

]
0 0

0
. . . 0

0 0
[
M̃N

αa

][
M̃1

aα

]
0 0

0
. . . 0

0 0
[
M̃N

aα

]
[
M̃1

ab

]
0 0

0
. . . 0

0 0
[
M̃N

ab

]


. (3.6)
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力学系统网络的闭环势能函数为：

Vcl =
N∑
i=1

(Vi + Ṽi) + Vart,

其中Ṽi是个体i施加的势能整形，Vart是引入的仅依赖相对构形的人工势能函数。

力学系统网络的能量整形匹配条件是：

Gu = MopM
−1
cl

(
−Cclq̇ −

∂Vcl

∂q

)
+Copq̇ +

∂Vop

∂q
, (3.7)

式中Ccl是对应Mcl的哥氏力矩阵。令：

G⊥ =
(
INn−Nm, 0(Nn−Nm)×Nm

)
.

易于验证有G⊥G = 0。在方程(3.7) 两边同时乘以G⊥可得：

G⊥
[
MopM

−1
cl

(
−Cclq̇ −

∂Vcl

∂q

)
+Copq̇ +

∂Vop

∂q

]
= 0. (3.8)

合并提取等式(3.8)中依赖速度的项，可以得到动能整形匹配条件：

G⊥ (−MopM
−1
cl Cclq̇ +Copq̇

)
= 0. (3.9)

由于哥氏力(见定义式2.4) 既是速度q̇的函数，又涉及到惯量矩阵Mcl对构形坐

标q的偏导，因此方程组(3.9)既是Nr个关于速度的二次方程（r = dim[qα]为个

体欠驱动变量的个数），也是关于闭环惯量矩阵Mcl的偏微分方程。

求解偏微分方程组是困难的，一般得不到解析解。一种很自然的想法就是

牺牲能量整形选择的自由度来简化匹配条件的求解，比如通过选择整形参数使

得某些偏微分项，以及难以处理项的系数为零，使得偏微分方程组退化成常微

分方程组或代数方程组，这种匹配方式需要根据力学系统的结构特性加以确

定，且不可避免地带来控制律设计上的保守性。对于匹配条件(3.9)，由于速度

的任意性，通过设定速度项的系数为零可以得到匹配的充分条件，从而将偏微

分方程组简化为代数方程组。求解该代数方程组，找到匹配的闭环动能度量。
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合并提取等式(3.8)中不依赖速度的项，得到势能整形匹配条件：

G⊥
(
−MopM

−1
cl
∂Vcl

∂q
+
∂Vop

∂q

)
= 0. (3.10)

方程组(3.10)是Nr个关于闭环势能Vcl的偏微分方程，其依赖于闭环动能度量的

选取。简化偏微分方程组(3.10) 需要利用开环动能度量以及势能的结构性，选

择合适的闭环动能度量。通过求解匹配的闭环势能，最终得到能量整形控制：

u = (GTG)−1GT

[
MopM

−1
cl

(
−Cclq̇ −

∂Vcl

∂q

)
+Copq̇ +

∂Vop

∂q

]
. (3.11)

力学系统网络的闭环总能量：

Ecl =
1

2
q̇TMclq̇ + Vcl

可以作为力学系统网络沿相对平衡点协调运动的李亚普诺夫函数，用于稳定性

分析以及镇定设计。利用闭环动能度量Mcl，以及闭环势能函数Vcl中的设计自

由度，使得Ecl在给定相对平衡点处取极值，即实现相对平衡点的镇定。

以能量整形解决协调镇定的关键是在闭环动能度量的基础上找到所有匹配

的闭环势能函数。归根到底，当闭环动能度量是正（负）定时，是要在所有匹

配的闭环势能函数中找到一个解，其满足二阶导数阵在给定相对平衡点处的是

正（负）定的。原则上，直接求解匹配条件(3.9, 3.10) 将使得闭环动能度量以及

闭环势能函数的选择具有最大自由度，进而易于镇定实现。但考虑到直接求解

匹配条件的难度，在后续章节中，本文将利用力学系统的结构特性，以牺牲整

形参数选择的自由度来简化匹配条件的求解。

至此，本节针对一般情形下力学系统网络的协调镇定问题，转化为基于能

量整形的镇定律(3.11)的求解，其中整形参数的选取依赖于匹配条件(3.9, 3.10)的

求解。在后续章节针对具体力学系统网络进行协调镇定时，将应用这些结论。

3.3 利用初等运动的协调运动规划

本节研究多力学系统的协调运动规划问题，主要借鉴动力学量化组合思

想，这是对Frazzoli在 [55] 中提出的多无人机协调方法的理论扩展。
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3.3.1 构造初等运动

首先介绍Frazzoli [52, 53] 给具有对称性的力学系统定义的两类初等运动，

作为动力学的量化。第一类初等运动由相对平衡点引入，称为平航(trim)运动。

定义 3.12: [53] 考虑李群G上的简单力学系统(2.8)，H ⊆ G为对称群，其李代数

为h，系统的平航运动由如下三个量定义：

(1) 常值控制输入ū ∈ Rm；

(2) 初始构形ḡ ∈ G；

(3) 常值本体速度ξ̄b ∈ g，满足ξ̄s = Adḡξ̄
b ∈ h.

以上三个量满足：ξ̇b = Ξ(ḡ, ξ̄b, ū) = 0。称ξ̄b为平航速度，称ū为平航输入，

称x(t) =
(
g(t), ξ̄b

)
为平航轨迹，其中g(t) = exp

(
ξ̄st
)
ḡ = ḡ exp

(
ξ̄bt
)
。

第二类初等运动：机动，定义为两个平航轨迹之间的有限时间状态转移。

定义 3.13: [53] 考虑两条平航轨迹x1 : [0, τ1] → X，x2 : [0, τ2] → X，从平航轨

迹x1到平航轨迹x2的机动由如下三个量定义：

(1) 持续时间T ∈ R+；

(2) 机动控制u : [0, T ] → Rm；

(3) 对称群位移h = h−1
1 h2 ∈ H, ∃h1, h2 ∈ H，

使得控制u作用下的轨迹x(t) =
(
g(t), ξb(t)

)
: [0, T ] → X满足：

x(0) = Ψ(h1,x1(τ1)),

x(T ) = Ψ(h2,x2(0)),

g(T ) = Lhg(0).

评注 3.14: 这里假定机动控制u存在并已求得（关于机动控制律的求取，是运动

规划的重要内容，依赖于具体的力学系统以及控制约束，本文后续章节将针对

具体力学系统给出机动控制律的确定）。对称群元素h1, h2 ∈ H又称为匹配群位

移，以确保机动前后两条平航轨迹可以连接起来。精确地讲，群H作用下的位

移h1保证平航轨迹x1的终了状态可以和机动轨迹x的初始状态连接；而群H作

用下的位移h2 保证平航轨迹x2的初始状态可以和机动轨迹x的终了状态连接。
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评注 3.15: 机动使得系统构形在对称群H上产生位移h := h−1
1 h2。由于系统在对

称群作用下不变，机动控制u不依赖平航轨迹上的对称群状态。给定两个平航

运动，机动的对称群位移h是一个不变量。因此，机动是在一个给定时间间隔

内，受给定控制，使得ξ̇b ̸= 0，并且在对称群上产生一个固定位移的运动。

对于李群上具有对称性的简单力学系统，可以将初等运动分为两个集合：

平航运动集合ST，以及机动集合SM。对于集合ST中的任一平航运动，可以用

数据
(
ξb, g(0)

)
唯一确定该平航运动的所有信息。对于集合SM中的任一机动，可

以用数据
(
u, T, h,x(0)

)
唯一确定该机动的所有信息。基于上述表示方式，这两

类初等运动易于信息数据存储，实时调用，可以作为运动基元用于运动规划。

单个力学系统的初等运动可以推广到力学系统网络中来，相比单个体情

形，需要额外考虑个体间的避碰。网络若协调，可通过合理的定义相对构形，

使其满足避碰的构形空间约束。假定力学系统网络具有相对平衡点(3.3)，本文

定义网络的第一类初等运动：协调平航运动。

定义 3.16: 力学系统网络的协调平航运动由如下两组量定义：

(1) 个体1的平航运动(ξ̄b, ḡ1)；

(2) 个体1与其他个体的相对初始构形ḡα1 := ḡ−1
1 ḡα，满足ḡα1 ∈ Gξ̄b，即：

Adḡα1 ξ̄
b = ξ̄b, α = 2, · · · , N.

网络的协调平航轨迹可以表示为：

g1(t) = ḡ1 exp(ξ̄
bt),

gα(t) = g1(t)ḡα1, Adḡα1 ξ̄
b = ξ̄b, α = 2, · · · , N,

ξb1(t) = · · · = ξbN(t) = ξ̄b.

评注 3.17: 个体1的选择是任意的，且与其它个体的相对构形ḡα1, α =

2, · · · , N满足避碰要求。由于协调中相对构形保持恒定，个体α的构形轨迹

为gα(t) = g1(t)gα1(t) = g1(t)ḡα1。利用Gξ̄b (定义见命题3.4) 的李群结构 [18]，可

以证明(2)中的相对构形ḡα1 ∈ Gξ̄b , α = 2, · · · , N，确保了任意两个个体间的初始

相对构形ḡij ∈ Gξ̄b , i ̸= j，从而满足协调的条件(命题3.4)。基于个体空间速度的

相对平衡点(3.1) 也可定义协调平航运动，只是不需要(2)中条件的保证了。
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根据定义3.16，网络的协调平航运动可以用数据
(
ξ̄b, ḡ1, ḡα1

)
, α =

2, · · · , N来存储其全部信息。分配到各个体的存储数据为
(
ξ̄b, ḡ1

)
,
(
ξ̄b, ḡα1

)
, α =

2, · · · , N。因此，协调平航运动在数据存储量上等同于个体的平航运动，不随

个体数量增加而增加，是可扩充的（scalable）。

本文定义力学系统网络的第二类初等运动：机动，为两个协调平航轨迹之

间的有限时间状态转移。首先定义保持协调的机动，以确保机动中的避碰。

定义 3.18: 考虑两个协调平航运动：
(
ξ̄b, ḡ1, ḡα1

)
,
(
η̄b, ḡ1, ḡα1

)
, α = 2, · · · , N，

力学系统网络的协调机动定义为：

Mi :=
(
ui, T, hi,xi(0)

)
, i = 1, · · · , N,

其中Mi定义为个体i实施的机动，T表示统一的机动持续时间，ui表示个体i的机

动控制，hi表示机动Mi的对称群位移，xi(0)表示个体i的初始状态。网络的机动

轨迹满足协调要求：

gα(t) = g1(t)ḡα1, t ∈ [0, T ], α = 2, · · · , N.

以及如下边值条件：

ξb1(0) = · · · = ξbN(0) = ξ̄b;

ξb1(T ) = · · · = ξbN(T ) = η̄b;

g1(T ) = Lh1 ḡ1;

gα(T ) = Lhαgα(0) = g1(T )ḡα1, α = 2, · · · , N.

评注 3.19: 网络协调机动中，每个个体均执行定义3.13下的单个体机动。这里需

要假定在要求机动保持协调时，个体机动控制ui存在并已获得，且均持续T时

间。需要强调，机动控制是实现两个平衡状态之间的有限时间转移，其存在性

（尤其在协调要求下）不是显然的，其设计是不简单的。在下一章中，本文将

针对具体力学系统网络，利用特定力学结构设计机动。

网络的机动还可考虑队形的改变，则机动中不再保持协调。
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定义 3.20: 考虑两个协调平航运动：
(
ξ̄b, ḡ1, ḡα1

)
，
(
η̄b, k̄1, k̄α1

)
，满足k̄α1 =

zαḡα1, ∃zα ∈ H, α = 2, · · · , N。力学系统网络的非协调机动定义为：

Mi :=
(
ui, T, hi,xi(0)

)
, i = 1, · · · , N,

其中Mi定义为个体i所实施的机动，T表示统一的机动持续时间，ui表示个体i的

机动控制，hi表示机动Mi的对称群位移。网络的机动轨迹除满足空间避碰外，

还需满足如下边值条件：

ξb1(0) = · · · = ξbN(0) = ξ̄b;

ξb1(T ) = · · · = ξbN(T ) = η̄b;

g1(T ) = Lh1 ḡ1;

gα(T ) = Lhαgα(0) = g1(T )k̄α1, α = 2, · · · , N.

评注 3.21: 定义3.20中将机动前后队形的改变限制在对称群方向上，这是为了使

每个个体都执行定义3.13下的单个体机动，从而网络机动可通过调用个体机动

实现。这里需要假定个体机动控制ui存在并已获得，均持续T时间，且各个体

在机动中无碰撞。在不发生碰撞情况下，非协调机动不仅能实现队形的改变，

还能充分发挥个体特性，提高机动的快速性与灵活性。下一章将针对多个水下

航行器分别实现协调/非协调机动，并对比机动性能。

当个体对称群H = G时，定义3.20对队形变化没有任何限制；当H ⊂
G时，若机动前后的队形改变涉及到非对称群方向，则个体需要额外存储网络

非协调机动控制信息。因为在该情形下，个体不执行定义3.13下的机动，需要

根据具体的构形位移（不再具有不变性），设计机动控制。造成的影响就是网

络机动与个体机动的数据信息不通用，增加了数据存储的空间需求。类似于协

调平航运动数据的存储，协调/非协调机动数据的存储都是可扩充的。

至此，本文针对力学系统网络构造的初等运动可由表3.1概括：
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表 3.1 本文所构造的初等运动，以⋆表示

协调 非协调

平航 ⋆
机动 ⋆ ⋆

3.3.2 协调运动规划

利用力学系统网络的两类初等运动，采用Frazzoli [53]提出的组合方法，一

个由相对平衡点到相对平衡点的协调运动规划可以表示为组合序列：

p :=
{(
ξ̄b1, τ1, ḡ

α1
1

)
, π1,

(
ξ̄b2, τ2, ḡ

α1
2

)
, · · · , πW ,

(
ξ̄bW+1, τW+1, ḡ

α1
W+1

)}
, (3.12)

式中下指标W是大于1的自然数，代表序列的长度，即序列由W次机动，W +

1次平航组成。πi代表第i个机动；ξ̄bi代表第i个协调平航运动的平航速度；τi代表

第i个平航运动时间；ḡα1i 代表第i个协调平航运动中的个体1与个体α固定的相对

构形，其中α = 2, · · · , N。图3.1示意了平面上一个协调运动规划，两个航行器

在协调平航与（非协调）机动间交替。

将运动规划表示成序列(3.12)的形式，是为了便捷表达出力学系统网络在执

行运动规划时的状态信息。以一个简单的运动规划“平航+机动+平航”为例：

p = {(ξ̄b1, τ1, ḡα11 ), π1, (ξ̄
b
2, τ2, ḡ

α1
2 )}. (3.13)

参考 [53]中的计算步骤，网络起始于初始状态x(0) =
(
x1(0), · · · ,xN(0)

)
，执行

运动规划(3.13) 的状态轨迹可计算为：

x1(t) =


Ψ
(
exp

(
ξ̄b1t
)
, x1(0)

)
, t ∈ [0, τ1],

Ψ(h1a, x1π(t− τ1)) , t ∈ [τ1, τ1 + T ],

Ψ
(
h1b exp

(
ξ̄b2 (t− τ1 − T )

)
, x1ξ̄b2

(0)
)
, t > τ1 + T ,

xα(t) =


Ψ(g1(t), ḡ

α1
1 ) , t ∈ [0, τ1],

Ψ(hαa, xαπ(t− τ1)) , t ∈ [τ1, τ1 + T ],

Ψ(g1(t), ḡ
α1
2 ) , t > τ1 + T , α = 2, · · · , N,

(3.14)
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l

l

l

l

图 3.1 运动规划示意图

式中g1(t)表示个体1的构形轨迹，T表示机动时间。hia, i = 1, · · · , N 表示在机

动π1中，个体i与机动前的平航轨迹的匹配群位移，h1b表示个体1与机动后的平

航轨迹的匹配群位移。x1π,x2π · · · ,xNπ 表示各个体在各自机动控制下产生的机

动轨迹，通过匹配群位移hia与机动前的协调平航轨迹衔接，即满足：

Ψ
(
exp

(
ξ̄b1τ1

)
, x1(0)

)
= Ψ(h1a, x1π(0)) ,

Ψ
(
g1(τ1), ḡ

α1
1

)
= Ψ(hαa, xαπ(0)) , α = 2, · · · , N.

用x1ξ̄b2
表示个体1机动后的平航轨迹，与机动轨迹x1π通过匹配群位移h1b衔接：

Ψ
(
h1b, x1ξ̄b2

(0)
)

= Ψ(h1a, x1π(T )) , i.e.

x1π(T ) = Ψ
(
h−1
1a h1b, x1ξ̄b2

(0)
)
, i.e.

x1π(T ) = Ψ
(
h1, x1ξ̄b2

(0)
)
,

其中h1 := h−1
1a h1b是个体1执行机动π1产生的群位移（不变量，见评注3.15）。
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表 达 式(3.14)可 以 推 广 至 任 意 长 度 的 运 动 规 划 序 列 。 以xξ̄bW+1
=(

x1ξ̄bW+1
, · · · ,xNξ̄bW+1

)
表 示 网 络 的 第W + 1个 平 航 轨 迹 ， 以xξ̄bW+1

(0) =(
x1ξ̄bW+1

(0), · · · ,xNξ̄bW+1
(0)
)
表示第W + 1个平航轨迹的初始状态。

命题 3.22: 执行运动规划序列p(式3.12)后，终了状态计算为：

xf =


Ψ
(
g1p, x1ξ̄bW+1

(0)
)

...

Ψ
(
gNp , xNξ̄bW+1

(0)
)
 , (3.15)

式中：

gjp := exp
(
ξ̄b1τ1

)
h1j ⋆ exp

(
ξ̄b2τ2

)
h2j ⋆ · · · ⋆ exp

(
ξ̄bW+1τW+1

)
, j = 1, · · · , N, (3.16)

其中hij 表示个体j执行序列p中第i个机动时产生的对称群位移。

证明: 利用李群的乘法运算，按从后向前的顺序将序列p中各平航，机动轨迹通

过机动对称群位移hij依次拼接即得结果(3.16)。 �

对于个体j，定义序列p中各机动对称群位移的右乘序列：

gjm :=
W∏
i=1

hij = h1jh
2
j · · ·hWj ,

其中下标字母m代表机动。

对于个体j，定义李代数元素：

η̄j
i = Ad∏W

k=i(h
k
j )

−1 ξ̄
b
i , i = 1, · · · ,W,

η̄j
W+1 = ξ̄bW+1.

将关系式ξ̄bi = Ad∏W
k=i h

k
j
η̄j
i , i = 1, · · · ,W代入式(3.16)可得：

gjp = h1jh
2
j · · ·hWj ⋆ exp

(
η̄j
1τ1
)
⋆ exp

(
η̄j
2τ2
)
⋆ · · · ⋆ exp

(
ξ̄jW+1τW+1

)
,

= gjm ⋆
W+1∏
i=1

exp(η̄j
i τi). (3.17)
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与文献 [53]的结果相仿，等式(3.15, 3.17)表明，协调运动规划序列p对个

体j的构形引起的群位移可以分解为两部分，一是由序列中所有机动产生的群位

移gjm；一是由W个李代数η̄j
i的指数映射带来的群位移。

这样，通过动力学量化组合，可将原二阶动力学规划问题转化为构形李群

上的一阶运动学规划问题。这种转化不作任何近似，能精确获取原动力学的状

态轨迹。唯一的代价就是将所有可行的轨迹都限制为一系列初等运动的组合。

基于动力学量化组合的规划算法最大的优点就是所产生的轨迹是动力学可

行的，并且在平航轨迹上，只需抗扰动的简单轨迹镇定，或无需控制。动力学

量化组合思想是将运动规划问题化整为零，各个突破，降低了整体求解运动规

划轨迹的难度。这种思想可用一个有向图表示，图3.2中的每一节点代表一个平

航运动，节点之间的有向边表示机动。运动规划即寻找一条连接初始状态与终

了状态的序列。

0

1

2

3

图 3.2 运动规划有向图

至此，本节通过定义力学系统网络的协调运动，在完备的网络通信机制以

及个体平航轨迹之间存在有限时间机动控制的假定下，将用于单个力学系统运

动规划的量化组合方法 [53]，通过协调机制推广到力学系统网络的协调运动规

划。本节构造了协调平航运动(定义3.16)、协调机动(定义3.18)、非协调机动(定

义3.13)这三种初等运动；组合了运动规划序列(3.12) 并推导了规划轨迹(3.15,

3.17)。这些理论结果将在下一章多个水下航行器的协调运动规划中得到应用。
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第三章多力学系统的协调控制

3.4 应用实例

本章最后以一个具体的欠驱动力学系统协调实例来应用所设计的协调镇定

律。采用Woolsey [34, 69] 提出的用于研究刚体旋转稳定性的例子，内置滑块的

平面旋转圆盘。这里考虑两个相同圆盘的协调控制，如图3.3所示。

O

1

O

2

1
y

2y

X

Y

图 3.3 双圆盘系统示意

每个圆盘内嵌一滑槽，里安装一滑块，受控制力作用。圆盘的本体坐标系

原点与圆盘几何中心重合，本体坐标系by轴与滑槽方向平行，bx轴与其垂直。

滑槽在bx轴上的位置为a。滑块在控制u作用下沿滑槽运动，y代表滑块沿by轴

的位移。单个圆盘的构形为(y, θ) ∈ R × SO(2)，其中θ代表圆盘bx轴偏离惯性

系X轴的角度。

系统的拉格朗日函数即为系统动能，其不依赖于变量θ，因此具有SO(2)对

称。对称简化后的拉格朗日函数可写为l : TQ/SO(2) → R，

l (ω, y, ẏ) =
1

2

(
ω

ẏ

)T (
I +m (a2 + y2) ma

ma m

)(
ω

ẏ

)
.

为了简化表达，按Reddy [69]的方法定义无量纲量：

ỹ =
y

a
, ω̃ =

ω

ω0

, t̃ = ω0t, α =
I

ma2
+ 1, l̃ =

l

ma2ω2
0

,

其中ω0是平航角速度。记 ˙̃y = d/dt̃，并省去上标一弯，l变为：

l (ω, y, ẏ) =
1

2

(
ω

ẏ

)T (
α+ y2 1

1 1

)(
ω

ẏ

)
. (3.18)
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双圆盘系统的拉格朗日函数lg为lg(ω1, y1, ẏ1, ω2, y2, ẏ2) = l1(ω1, y1, ẏ1) +

l2(ω2, y2, ẏ2),其中l1, l2由(3.18)给出，EL方程为：

d
dt

(
∂lg
∂ω

)
= 0, (3.19)

d
dt

(
∂lg
∂ẏ

)
− ∂lg
∂y

= u,

其中ω = (ω1, ω2)
T , y = (y1, y2)

T , u = (u1, u2)
T。记：

πsi =
∂li
∂ωi

= (α+ y2i )ωi + ẏi = const, i = 1, 2.

系统的总角动量πsg = πs1 + πs2 是守恒的，整个系统在一个等角动量面上运动。

如果两个圆盘具有相同的角动量，则系统具有如下形式的相对平衡点：

e : (ω1, y1, ẏ1, ω2, y2, ẏ2) = (1, ȳ, 0, 1, ȳ, 0), (3.20)

对应的平航运动是每个圆盘以常值角速度ω0旋转，并且两个滑块相对于各自圆

盘静止于滑槽内的位移ȳ处。由于EL方程在相对平衡点(3.20) 处的线性化方程具

有正实部的特征根，因此相对平衡点(3.20)是不稳定的。为了镇定该平航运动，

需要做出如下假设：

假设 3.23: 两圆盘具有相同的初始角动量π0。

假设 3.24: 两个圆盘能互相传递各自滑块的位置信息。

为便于利用CL法，将受控EL方程(3.19) 写为坐标形式：

Mψ̇ +Cψ = Gu, (3.21)

式中：

ψ =

(
ψ1

ψ2

)
,M =

(
M1 0

0 M2

)
,C =

(
C1 0

0 C2

)
,G =

(
G1 0

0 G1

)
,
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记i = 1, 2,上式中：

ψi =

(
ωi

ẏi

)
, Mi =

(
α+ y2i 1

1 1

)
,Ci =

(
yiẏi yiωi

−yiωi 0

)
, G1 =

(
0

1

)
.

记闭环方程为：

Mcψ̇ +Ccψ +
∂Vc
∂y

= 0,

其中Vc是滑块位置y的函数。方程(3.8)给出了匹配条件：

(
G⊥

1 0

0 G⊥
1

)(
MM−1

c

(
−Ccψ − ∂Vc

∂y

)
+Cψ

)
= 0, (3.22)

式中G⊥
1 = (1, 0)。整理(3.22)中依赖速度的项，得到动能匹配条件：

(
G⊥

1 0

0 G⊥
1

)(
−MM−1

c Ccψ +Cψ
)
= 0, (3.23)

整理(3.22)中独立于速度的项，得到势能匹配条件：

(
G⊥

1 0

0 G⊥
1

)
MM−1

c


0
∂Vc

∂y1

0
∂Vc

∂y2

 = 0. (3.24)

为了镇定形如(3.20) 的相对平衡点，构造如下人工势能Vc：

Vc =
k1
2
(y1 − y2)

2 +
k2
2
(y1 − ȳ)2, (3.25)

式中的自由参数k1，k2 将在稍后的稳定性分析中进行选取。从物理上讲，这个

人工势能好比在一对圆盘内的滑块之间安装了一个虚拟的弹簧。

为了求得满足匹配条件的闭环动能度量Mc，Reddy [69]利用线性代数运算
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得到了匹配解：

Mc =

(
Mc1 0

0 Mc2

)
, Mci =

 α+ y2i 1

1 ρ
α+y2i

 , i = 1, 2, (3.26)

式中ρ也是待选取的自由参数。为了使Mc非奇异，需要有Det(Mc) ̸= 0 ⇒ ρ ̸= 1.

Reddy仅实施动能整形，镇定了单个圆盘在滑块平衡位置ȳ = 0下的匀速转动。

然而对于滑块平衡位置ȳ ̸= 0，我们无法从匹配解(3.26)中选出一组解使得

闭环系统在相对平衡点(3.20)处稳定；重新寻找其它匹配解需要求解PDEs，并

且同样不能确保能找到稳定解。本文将匹配解(3.26)用于如下系统：

M̄ψ̇ + C̄ψ = Gū, (3.27)

式中M̄与C̄ 具有在(3.21)中同样的结构，只是其中元素为：

M̄i =

(
α+ (yi − ȳ)2 1

1 1

)
, C̄i =

(
(yi − ȳ)ẏ (yi − ȳ)ωi

−(yi − ȳ)ωi
−ωi(yi−ȳ)

(α+(yi−ȳ)2)2

)
.

如下引理给出了系统(3.21) 与系统(3.27)解之间的关联。

引理 3.25: 系统(3.21)与系统(3.27)在局部坐标(y1, y2,ψ)下产生同样的轨迹，当

且仅当各自的控制满足：

u = GT
[
MM̄−1

(
Gū− C̄ψ

)
+Cψ

]
. (3.28)

证明: 由系统EL方程(3.21)，与(3.27)分别求解ψ̇：

ψ̇ = M−1(Gu−Cψ),

ψ̇bar = M̄−1(Gū− C̄ψbar),

式中注有下标“bar”的变量表示其属于系统(3.27)。直接验证ψ̇ = ψ̇bar 当且仅

当(3.28)满足。 �

将动能度量匹配解(3.26) 用于系统(3.27)，若存在稳定解，则控制(3.28) 可
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第三章多力学系统的协调控制

以镇定原系统(3.21)。对系统(3.27)实现(3.25)以及(3.26)的能量整形控制为：

ūes = (GTG)−1GT

(
M̄M̄−1

c

(
−C̄cψ − ∂Vc

∂y

)
+ C̄ψ

)
, (3.29)

式中M̄c与Mc 具有相同形式，只是变量yi替换为zi := (yi − ȳ)，以及C̄c =

diag(C̄c1, C̄c2)，其中：

C̄ci =

 ziẏi ziωi

−ziωi
−ρωizi
(α+z2i )

2

 , i = 1, 2.

匹配之后，需要进行系统(3.27) 在相对平衡点：

ē : (ω1, z1, ẏ1, ω2, z2, ẏ2) = (1, 0, 0, 1, 0, 0)

处的稳定性分析，其对应系统(3.21) 的相对平衡点(3.20)。整形后系统的总能

量Ec =
1
2
ψTM̄cψ + Vc 是守恒的，可用于构造李亚普诺夫函数。

定理 3.1: 能量整形控制ūes中控制参数取ρ < 1, k1 < 0, k2 < 0时，镇定ē。

证明: 李亚普诺夫稳定性可由能量―喀什米尔法 [70, 71]分三步证明。一、构造

候选李亚普诺夫函数：

Eϕ = Ec + ϕ(πsg), (3.30)

式中ϕ( · )是关于πsg的待设计光滑函数。由于πsg是守恒量，Eϕ也是守恒量。

二、构造函数ϕ(πsg)使得相对平衡点ē为Eϕ的驻点。三、确定整形参数，使

得HessEϕ在ē处定号，则充分证明李亚普诺夫稳定性。

构造函数ϕ(πsg)如下：

ϕ(πsg) =
σ

2
(π2

s1 + π2
s2)− (1 + σα)πs1 − (1 + σα)πs2.

通过计算，成立grad(Eϕ)|ē = 0。若满足：

1 + ασ < 0, ρ− 1 < 0, k1 < 0, k2 < 0,
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则成立HessEϕ|ē < 0。因此，相对平衡点变成守恒量Eϕ的极大值点，从而推知

其是李亚普诺夫稳定的。 �

在能量整形控制(3.29) 增加反馈阻尼设计（类似 [69]中的步骤）：

ū = ūes + ūdiss.

闭环方程变为：

M̄cψ̇ + C̄cψ +
∂Vc
∂y

= M̄cM̄
−1Gūdiss.

总能量不再守恒，其变化率为：

Ėc = ψ
TM̄cM̄

−1Gūdiss.

选择Gūdiss = M̄M̄−1
c Rψ使得Ėc = ψ

TRψ。记耗散矩阵：

R =

(
R1 0

0 R1

)
, R1 =

(
0 0

0 kdiss

)
,

其中kdiss为耗散系数。反馈阻尼设计为：

ūdiss = (GTG)−1GTM̄M̄−1
c Rψ. (3.31)

定理 3.2: 反馈控制ū = ūes+ūdiss在kdiss > 0时，在等动量面πs1 = πs2 = πs2|ē = α

上渐近镇定相对平衡点ē。

证明: 利用(3.30)定义的Eϕ 为李亚普诺夫函数。在等动量面πs1 = πs2 = α上考虑

任何一个含有相对平衡点ē的紧致，正不变集Ω。记W为Ω中所有满足Ėϕ = 0点

的集合。由于πsg守恒且kdiss > 0，则有：

Ėϕ = Ėc = ψ
TRψ = kdiss(ẏ

2
1 + ẏ22) ≥ 0.

因此，

W = {(ω1, z1, ẏ1, ω2, z2, ẏ2) ∈ Ω|ẏ1 = ẏ2 = 0}.
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记M为W中的最大不变集，则M中的点满足(ÿ1, ÿ2) ≡ (0, 0)。

写出ÿ1, ÿ2的表达式，并设ẏi = 0，可得ÿi = 0当且仅当zi = 0。考虑

到πs1与πs2守恒，从而有：

M = (1, 0, 0, 1, 0, 0).

根据LaSalle不变原理，任何起始于Ω的轨迹都将随着t → ∞趋近于M，从而渐

近稳定性得证。 �

利用引理3.25，立刻得到定理3.2的推论：

推论 3.26: 反馈控制：

u = GT
[
MM̄−1

(
G(ūes + ūdiss)− C̄ψ

)
+Cψ

]
在选取参数ρ < 1, k1 < 0, k2 < 0, kdiss > 0时，渐近镇定系统(3.21) 相对平衡

点(3.20)。

3.4.1 数值仿真

假设双圆盘系统待镇定的相对平衡点为：

(ω1, y1, ẏ1, ω2, y2, ẏ2) = (1, ȳ, 0, 1, ȳ, 0).

选取圆盘的物理参数使得α = 2，能量整形控制设计为：

ues1 = −ω2
1y1 +

1

ρ− 1

(
− 2ω1ẏ1

(
ρ

α+ (y1 − ȳ)2

)
(y1 − ȳ)

+ (α− 1 + ȳ2 − 2ȳy1 + y21)

(
− ȳ − ω2

1(ȳ − y1)

+ 2y1 +
ρω1ẏ1(y1 − ȳ)

(α+ (ȳ − y1)2)2
− y2

))
, (3.32)

ues2 = −ω2
2y2 +

1

ρ− 1

(
− 2ω2ẏ2

(
ρ

α+ (ȳ − y2)2
− 1

)
(y2 − ȳ)
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+ (α− 1 + ȳ2 − 2ȳy2 + y22)

(
− y1 − ω2

2(ȳ − y2)

+ y2 +
ρω2ẏ2(y2 − ȳ)

(α+ (ȳ − y2)2)2

))
.

反馈阻尼设计为：

udissi =
1

ρ− 1

(
kdissȳ

2ẏi + ȳ(−ω2
i (ρ− 1)− 2kdissẏiyi) + kdissẏi(α− 1 + y2i )

)
. (3.33)

其中i = 1, 2，控制参数k1 = k2 = −1, ρ = 0.5, kdiss = 0.5。双圆盘的初始条件应

满足假设3.23，选择具有相同角动量的初始状态：

(ω1, y1, ẏ1, ω2, y2, ẏ2)(0) = (0.5,−0.5, 0.875, 0.75, 0, 0.5).

系统在等动量面πs1 = πs1(0) = 2, πs2 = πs2(0) = 2上演化。

令ȳ = 0，图3.4 示意了镇定平航运动中系统状态，以及受控能量的变化。
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图 3.4 系统状态及受控能量的变化

左上角图示了滑块位置的收敛至y = 0，右上角图示了相应的速度曲线。左下

角图示了两圆盘角速度的同步，右下角图示了系统的受控能量单调递增至最大

值，因为相对平衡点位于受控能量的极大值处。
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在相同的动量面上，令ȳ = 0.5。图3.5 示意了滑块处于非零平衡位置的平

航运动镇定。 左上角图示了滑块位置的收敛至y = (0.5, 0.5)，右上角图示了相
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图 3.5 滑块处于非零平衡位置的平航运动镇定

应的速度曲线。左下角图示了两圆盘角速度的同步，只是同步值比前一例中要

小，这是因为滑块平衡位置的改变导致系统动能度量的改变，而系统的总动量

确没有改变，因此稳态速度值是不同的。右下角图示了系统的受控能量单调递

增至最大值，因为相对平衡点位于受控能量的极大值处。

下 面 考 虑 从 相 对 平 衡 点(ω1, y1, ẏ1, ω2, y2, ẏ2) = (1, 0.5, 0, 1, 0.5, 0)

到(ω1, y1, ẏ1, ω2, y2, ẏ2) = (1, 0, 0, 1, 0, 0)的机动。这里仅通过仿真（真正意义

上的机动设计放在下一章中），以控制切换来实现稳态运动的拼接，这样做的

前提是切换前的平航轨迹位于切换后平航轨迹的收敛内（通过选取合适的仿真

参数）。

切换控制构造如下：

u =

{ (
ues + udiss

)∣∣
ȳ=0.5

, t ∈ [0, 10),(
ues + udiss

)∣∣
ȳ=0

, t ∈ [10, 20],

其中ues = (ues1, ues2) 由式(3.32)给出，udiss = (udiss1, udiss2) 由式(3.33)给出。控制

参数为k1 = k2 = −1, ρ = 0.5, kdiss = 0.5。

图3.6至图3.8 示意了两个平航运动的拼接。
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图 3.6 两个平航运动间的机动：滑块位置的演化
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图 3.7 两个平航运动间的机动：滑块速度的演化
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图 3.8 两个平航运动间的机动：圆盘角速度的演化

仿真结果表明，基于能量整形的相对平衡点的镇定设计具有大收敛域，可

以直接通过控制的切换来实现相对平衡点的稳定切换。然而，切换处存在较大

的速度突变，如滑块速度，这意味着瞬时需要很大的控制力/力矩输入；而且，

机动是渐近完成的，不是有限时间完成。这个问题将在下一章的机动设计中得

到解决。

至此，本章把能量整形思想推广到多个力学系统协调的镇定，把动力学量

化组合思想推广到多力学系统的协调运动规划。这种利用力学系统结构性质的

控制设计，及其具体应用以及特点将在下一章中多个水下航行器的协调中得到

演示。
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第四章 多个水下航行器的镇定与协调运动规划

近年来，无人水下航行器（Autonomous Underwater Vehicle）越来越受到广

大海洋工程师以及控制理论专家的关注。比如，多个水下航行器以特定的编队

运动，可以构建一个有效的移动传感器网络，用于水下环境监测、资源勘测、

生物种群探索等任务。另一方面，水下航行器的应用也为控制理论专家提供了

一个丰富的测试平台，用于验证最新提出的协调控制技术。在水下航行器动力

学和控制方面的代表研究包括 [72–74]，近期针对力学系统网络的协调控制研究

可参见 [39, 41]。

本章将第三章中基于能量整形的协调镇定律，以及基于动力学量化组合的

协调运动规划算法应用于水下航行器网络。本章分别在全驱动，欠驱动情形下

研究水下航行器网络协调平航运动的镇定，并在全驱动情形下设计机动，实现

协调运动规划。

4.1 水下航行器的动力学

4.1.1 全驱动模型

参考Leonard [73]的工作，一个全驱动水下航行器（以下也简称航行器）

建模成浸没在不可压缩，不可旋转，无粘滞性，且在无穷远处静止的理想流

体中的一个质量均匀分布的椭球形刚体，如图4.1所示。 本章假设航行器是悬

浮(neutrally buoyant)的，即其所受重力等于所受浮力。

记{O, Ix, Iy, Iz} 为惯性坐标系，{Ob, bx, by, bz} 为本体坐标系。本体坐标

系原点Ob位于航行器的浮心，三个坐标轴与椭球刚体的各惯性主轴重合，

不失一般性，假设bx轴为最长轴。在本体坐标系中，从浮心指向重心的向

量记为rg = γbz，距离γ > 0意味着航行器是低重心结构。在本体坐标系

中，以Γ = RTIz 表示的重力方向，其中R ∈ SO(3)是航行器在惯性系中

的姿态描述。向量b ∈ R3代表本体坐标系原点在惯性系中的位置向量。

以ξb = (ωT ,vT )T ∈ R6 表示航行器的本体速度，其中ω ∈ R3 与v ∈ R3分别表示

航行器的本体角速度与线速度。以g = (R, b) ∈ SE(3)表示航行器的构形，航行

器的运动学方程可写为：

ġ = gξ̂b. (4.1)
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图 4.1 水下航行器模型示意

对于航行器的动力学，浮力与重力起到重要作用。浮力−mgIz作用在航行

器的浮心，其中m是航行器排开水的重量，g是重力加速度。重力mbgIz作用在

航行器的重心，其中mb是航行器的重量。在悬浮假设下，有mb = m。由于航

行器浸没在一理想流体中，航行器的运动势必会引起周围流体的运动（反之亦

然）。这种效应可以通过额外惯量(added inertial)来体现，其在航行器运动时，

计算激发周围水流运动所需的能量。

本章假设航行器排开的流体的主轴与航行器的主轴是重合的，因此航行

器/水流系统的转动惯量矩阵Jb/f，以及质量矩阵Mb/f具有对角形式。航行器/水

流的能量函数，即哈密尔顿函数，为系统动能与势能之和：

H =
1

2
ξbTMξb −mbgrg ·Γ, (4.2)

式中动能度量的矩阵形式为：

M =

(
Jb/f mbr̂g

−mbr̂g Mb/f

)
.

在本体坐标系中以p表示航行器/水流系统相对于惯性系的线动量，以π表示
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航行器/水流系统关于本体坐标系原点的角动量。它们和本体速度ξb的关系为：

(
π

p

)
=
∂H

∂ξb
= M

(
ω

v

)
.

沿着任意方向移动惯性系，或绕重力方向旋转惯性系，哈密尔顿函

数(4.2)维持不变。利用对称性化简 [38, 66]，简化在子余切丛(Mξb,Γ)上的航行

器/水流系统动力学方程由哈密尔顿方程描述 [73]：
π̇

ṗ

Γ̇

 = Λ(π,p,Γ)gradH(π,p,Γ) + u, (4.3)

其中泊松张量Λ(π,p,Γ)定义为：

Λ(π,p,Γ) :=


π̂ p̂ Γ̂

p̂ 0 0

Γ̂ 0 0

 .

哈密尔顿方程(4.3)具体可写为：
π̇

ṗ

Γ̇

 =


π × ω + p× v +mbgrg × Γ

p× ω
Γ× ω

+


uτ

uf

0

 , (4.4)

其中u = (uT
τ ,u

T
f )

T 代表控制力，力矩。航行器/水流系统的动力学也可以由拉

格朗日函数：

L =
1

2
ξbTMξb +mbgrg ·Γ,

对应的EL方程表示，其同样可转化为哈密尔顿方程(4.4)。本章为了表达简明，

采用哈密尔顿形式的表达方式，这并不影响基于能量整形的控制设计。

由于航行器/水流系统是悬浮的，当系统不受外力时（自由系统），在惯性

系中表示的系统线动量沿着方程(4.4)的解是守恒的。因此，自由系统的动力学
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在一个等线动量面上演化。除此之外，在惯性系中沿重力方向的线动量也是守

恒的。Woolsey [75]构造了下面几个光滑的函数，称为喀什米尔函数：

C1 =
1

2
p ·p, C2 = p ·Γ, C3 =

1

2
Γ ·Γ. (4.5)

从构造可以看出喀什米尔函数是守恒的，与哈密尔顿函数一起，这些守恒量在

分析航行器稳态运动的稳定性时将起到重要作用。

动力学方程(4.4) 通过sharp映射M−1 表达在系统子切丛(ξb,Γ)上：


ω̇

v̇

Γ̇

 =


J−1
b/fT

M−1
b/fF

Γ× ω

 , (4.6)

其中，

T = Jb/fω × ω +Mb/fv × v +mbgr̂gΓ+ uτ ,

F = Mb/fv × ω + uf .

描述航行器行为的完整方程由运动学方程(4.1)，以及动力学方程(4.4) 或等价的

动力学方程(4.6) 组成。

航行器的相对平衡点为动力学方程(4.4)（或方程(4.6)）的平衡点，同时又

是对称群SE(2)的作用轨道。一类相对平衡点具有如下形式：

π = πe =


0

mbγp/m1

0

 , p = pe =


p

0

0

 , Γ = Γe =


0

0

1

 , (4.7)

其中m1为质量矩阵Mb/f 沿bx轴向的分量，即矩阵的(1, 1)元素。p为平衡状态下

航行器沿bx轴平移的线动量值。

该相对平衡点对应这样一个平航运动：航行器无旋转，沿最长轴bx匀速平

移，并且bz轴与重力方向平行，如图4.2所示。 但是，一个低重心结构的航行器

只有沿其自身最短轴方向的平移运动才是稳定的 [72]，因此，相对平衡点(4.7)

是不稳定的。
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图 4.2 水下航行器一个平航运动示意

4.1.2 欠驱动模型

现在考虑一种实际中常用的欠驱动设计，内驱动，即在航行器体内安置若

干滑块（如可移动电池组），用于航行器的运动控制。这样设计的好处是一、

不受外部水流的腐蚀，适合长期水下任务；二、能耗低，可以在低速时实施有

效姿态控制。不足之处在于仅依靠滑块内驱动，航行器的运动局限在一个等动

量面上。当需要实现大范围机动时，往往需要与外力配合，比如利用自身可调

节的浮力装置。

图4.3示意了带有内置滑块的航行器，该动力学模型受启发于Woolsey提出

的刚体/质点多体力学系统 [76]。 在长轴bx方向上安装一滑槽，滑块在控制力的

xb CG
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z
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1pr

gr

图 4.3 内置滑块的水下航行器模型示意

驱动下沿滑槽运动。在本体坐标系中，以rp = rp1bx 表示滑块相对与浮心的位

置，以vp ∈ R3表示滑块相对于惯性系的绝对速度。航行器/水流/滑块系统的运
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动学方程为：

ġ = gξ̂b, (4.8)

ṙp = vp − v − ω × rp.

对于航行器/水流/滑块系统的动力学，需要在全驱动航行器动力学的基础上

额外考虑滑块与航行器之间的相互作用。滑块本身受到重力mpgIz，其中mp代

表滑块质量。航行器/水流/滑块系统的悬浮意味着m = mb +mp。记系统的广义

本体速度为ψ = (ξbT , ṙTp )
T，其中ξb = (ωT ,vT )T，航行器/水流/滑块系统的哈密

尔顿函数为：

H =
1

2
ψTMψ − (mbgrg +mpgrp) ·Γ, (4.9)

式中动能度量的矩阵形式为：

M =


Jb/f −mpr̂pr̂p mbr̂g +mpr̂p mpr̂p

−mbr̂g −mpr̂p Mb/f +mpI3 mpI3

−mpr̂p mpI3 mpI3,

 .

在本体坐标系中，以pp表示滑块相对于惯性系的线动量，则航行器/水流/滑

块的动量与速度之间存在关系：
π

p

pp

 =
∂H

∂ψ
= M


ω

v

ṙp

 .

与全驱动情形的航行器/水流系统一样，哈密尔顿函数(4.9) 同样具

有SE(2)对称性。利用对称性化简，简化在子余切丛(Mψ,Γ,pp)上的航行器/水

流/滑块系统动力学方程由哈密尔顿方程描述：
π̇

ṗ

Γ̇

ṗp

 =


π × ω + p× v + (mbgrg +mpgrp)× Γ

p× ω
Γ× ω

pp × ω +mpgΓ

+


0

0

0

ubx

 , (4.10)
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其中u = ubx代表由航行器本体施加给滑块的控制力。

由于航行器/水流/滑块系统是悬浮的，施加的控制又是内力，所以沿着动力

学方程(4.10)，对于任意控制u，系统线动量是守恒的，其动力学在一个等动量

面上演化。与全驱动情形相同，Woolsey [76]指出航行器/水流/滑块系统同样具

有喀什米尔函数C1, C2 , C3(见式4.5)。

系统动力学方程(4.10) 还可以表达为：
ω̇

v̇

Γ̇

ṗp

 =


J−1
b/fT

M−1
b/fF

Γ× ω
ū

 , (4.11)

式中，

T = (Jb/fω + r̂ppp)× ω +Mb/fv × v + (mpgr̂p +mbgr̂g)Γ− r̂pū,

F = (Mb/fv + pp)× ω − ū.

这里，

ū = mpgΓ+ pp × ω + u

代表滑块所受的合力，其包括滑块的重力，航行器旋转所产生的哥氏力，以及

航行器本体施加的控制力。描述航行器/水流/滑块运动的完整方程包括运动学方

程(4.8)，以及动力学方程(4.10)，或等价动力学方程(4.11)。

内置滑块驱动的水下航行器的相对平衡点为动力学方程(4.10) （或方

程(4.11)）的平衡点，同时又是群SE(2)的作用轨道。一类相对平衡点可表示

为
(
π,p,Γ, rp,pp

)
=
(
πe,pe,Γe, rpe,ppe

)
：

πe =


0

mbγve

0

 , pe =


m1ve

0

0

 , Γe =


0

0

1

 , rpe =


0

0

0

 , ppe =


mpve

0

0

 ,

(4.12)

式中m1为质量矩阵Mb/f沿bx轴的分量，ve为平衡状态下航行器沿bx轴平移的线

速度值。
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该相对平衡点对应这样一个平航运动：航行器无旋转，沿最长轴bx以速

率ve匀速平移，并且bz轴与重力方向平行；滑块相对于航行器静止，位于本体

坐标系原点。

但是，除了最长轴为不稳定平移轴外，如果滑块不施加控制，其在航行器

内的自由运动与航行器相互作用，也会造成不稳定性，这种不稳定性类似于空

间飞行器运动中由于燃料晃动带来的不稳定性 [77]。因此，相对平衡点(4.12)也

是不稳定的。

4.2 全驱动情形多航行器的协调平航镇定

针对全驱动航行器模型(4.1, 4.4)，考虑N个相同个体基于一个双向连通拓扑

图G进行通信，利用交互信息设计个体反馈控制律，使得航行器网络协调，且

每个个体处于相对平衡点(4.7) 的协调平航运动是渐近稳定的。

以gi = (Ri, bi) 表示个体i的构形，以ξbi = (ωT
i ,v

T
i )

T 表示个体i的本体速

度。个体i的运动学方程由(4.1)描述。未协调时，网络的哈密尔顿函数为个体哈

密尔顿函数之和。由单个体的哈密尔顿函数具有SE(2)对称，未协调的网络哈

密尔顿函数具有N个SE(2)对称。协调后的航行器网络应像单个航行器一样具

有SE(2)对称，这就需要引入人工势能打破N − 1个SE(2)对称。

为了使得协调呈现给定队形，考虑一种特殊的通信拓扑图G1，G1中仅个

体1与其它个体存在双向通信。定义：

R̃i := Ki1Ri, b̃i := bi − di1, i = 2, · · · , N,

其中Ki1 ∈ SO(3), di1 ∈ R3非别是常数矩阵与常数向量。引入如下具有SE(3)对

称性的人工势能函数：

Vart = σ1trace

(
N∑
i=2

RT
1 R̃i

)
+
σ2
2

N∑
i=2

∥∥∥b̃i − b1∥∥∥2 , (4.13)

式中实数σ1 < 0, σ2 > 0，常数向量di1以及常数矩阵Ki1 决定个体1与个体i之间

的固定相对构形。虽然人工势能函数(4.13)具有SE(3)对称，但和网络的哈密尔
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顿函数加和后，仅具有SE(2)对称。记加和后的网络哈密尔顿函数为：

Ĥ =
N∑
i=1

Hi + Vart

=
N∑
i=1

(1
2
ξbTi Miξ

b
i −mbgrgi ·Γi

)
+ σ1trace

(
N∑
i=2

RT
1 R̃i

)
+
σ2
2

N∑
i=2

∥∥∥b̃i − b1∥∥∥2 . (4.14)

类似于单个航行器的对称性化简，网络动力学方程为：

Γi = Γi × ωi,

Jω̇i = (Jωi)× ωi + (Mvi)× vi +mbgr̂giΓi − gradRi
Vart,

Mv̇i = (Mvi)× ωi − gradbiVart. (4.15)

方程右端中人工势能关于各个航行器姿态，位置的负梯度向量解释为人工势场

力，即为控制力/力矩：

uτi = −gradRi
Vart, (4.16)

ufi = −gradbiVart.

参照定义(3.16)，航行器网络具有如下形式的协调平航运动：

(ω1,v1) = · · · = (ωN ,vN) = ξ̄
b,(

R1(t) b1(t)

0 1

)
=

(
R1(0) b1(0)

0 1

)
exp

(̂̄ξbt),
Ri(t) = Ri(0) = R1(0),

bi(t) = b1(t) + d1i, i = 2, · · · , N, (4.17)

式中ξ̄b = (0, vee1), ve ∈ R, exp : se(3) → SE(3)为指数映射。

实际上，由于平航中每个个体的本体角速度为零，确保协调的条件（见相
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对平衡点定义3.3中的条件(3.2)）是初始构形满足：

gij(0) ∈ Gξ̄b := {g ∈ SE(3)|Adg
̂̄ξb = ̂̄ξb}.

若ξ̄b = (0, vee1)，则：

Gξ̄b = {(Q,d) ∈ SE(3)|Q = expλê1, λ ∈ R, d ∈ R3},

这表明个体间的初始相对位置可以任意，但初始相对姿态需要限制在沿本体坐

标轴bx的旋转方向上。相对平衡点(4.17) 只是取λ = 0时的一个特例，此时各个

个体的初始相对姿态一致。

为了镇定相对平衡点(4.17)，可以借鉴Leonard [49] 提出的势能整形镇定方

法。为了保留镇定后航行器网络的在李群SE(2)作用下的对称性，反馈的构造

只利用相对构形(Ri1, bi1),其中Ri1 = RT
1Ri, bi1 = RT

1

(
bi − b1

)
, i = 2, · · · , N。

在相对平衡点(4.17)处，有Ri1 = I3，则单位向量e1表示在平衡状态时个体1的本

体线速度在个体i本体坐标系中的方向。定义ẽ1 := Ri1e1，其表示上述方向在个

体1本体坐标系中的方向。对于个体1，施加如下势能整形：

Ṽ1i = ẽ1

(
|ve|I3 − αiM

−1
b/f

)
pe,

其中αi是控制增益，用于能量整形镇定设计。pe = (m1ve, 0, 0)
T。整形后个

体1的哈密尔顿函数为HC1 = H1 + Ṽ1i，写出其对应的哈密尔顿方程，并与哈密

尔顿方程(4.4)对比，出现在方程右端的新项即为个体1的势能整形控制：

ust
τ1 = −gradR1Ṽ1i = ẽ1 ×

[(
|ve|I3 − αiM

−1
b/f

)
pe

]
. (4.18)

定义ĕ1 := R1ie1，则个体i在整形势能Ṽ1i下受到类似作用力ust
τ1的反作用力：

ust
τi = −gradRi

Ṽ1i = ĕ1 ×
[(

|ve|I3 − αiM
−1
b/f

)
pe

]
. (4.19)

评注 4.1: 势能整形控制(4.18)受启发于低重心结构的水下航行器在上升/下降时

的天然稳定性 [72]。控制(4.18)在期望镇定的平移方向上引入了一个恢复力矩，

正如重力力矩在上升/下降时提供的恢复力矩一样。 �
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将用于个体镇定的整形势能Ṽ1i 与人工势能函数(4.13)结合，势能整形后航

行器网络的哈密尔顿函数为：

HC = Ĥ +
N∑
i=2

Ṽ1i, (4.20)

其中Ĥ按(4.14)定义。

定理 4.1: 考虑N个相同的全驱动航行器，在通信拓扑图G1 上交互信息。若个

体1的控制为：

uτ1 = −gradR1Vart +
N∑
i=2

((
Ri1e1

)
×
[(

|ve|I3 − αiM
−1
b/f

)
pe

])
,

uf1 = −gradb1Vart.

其余个体i的控制为：

uτi = −gradRi
Vart +

(
R1ie1

)
×
[(

|ve|I3 − αiM
−1
b/f

)
pe

]
,

ufi = −gradbiVart.

在控制参数满足σ1 < 0, σ2 > 0, αiI3 −
(
|ve|+ σ1

)
Mb/f > 0, i = 2, · · · , N时，相

对平衡点(4.17)是李亚普诺夫稳定的。

证明: 只要对于个体1与其余任何一个个体i，利用能量―喀什米尔法证明这一对

航行器维持相对构形同时沿长轴的匀速平移运动是李亚普诺夫稳定的，则可证

明相对平衡点(4.17) 是李亚普诺夫稳定的。

第一步，需要寻找喀什米尔函数C (π1,p1,Γ1,πi,pi,Γi,Ri1, bi1)，其沿着网

络动力学的演化是守恒的。第二步，构造李亚普诺夫函数：

HΦ = HC + Φ(C), (4.21)

其中HC由式(4.20)给出，Φ是关于喀什米尔函数C的光滑函数，使得HΦ在相对

平衡点(4.17)处一阶导数为零，即(4.17)为HΦ的驻点。第三步，如果HΦ的二阶导

数阵，即海森阵在相对平衡点(4.17)处定号，则能充分证明(4.17)是稳定的。
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构造如下六个喀什米尔函数：

C1 = ẽT ẽ,

C2 = ĕT ĕ,

C3 = RT
i1Ri1,

C4 = ẽTpe + ĕ
Tpe,

C5 = ẽTvee1 + ĕ
Tvee1,

C6 = pT1 p1 + 2pTi R1ip1 + p
T
i pi.

选择ΦC满足一阶条件，有：

Φ(C) = −σ1
2
RT

i1Ri1 −
1

2

((
M−1

b/fp1

)T
p1 +

(
M−1

b/fpi

)T
pi

)
−
(
M−1

b/fpi

)T
R1ip1

+ αi

(
ẽT ẽ+ ẽTvee1 + ĕ

T ĕ+ ĕTvee1
)
− |ve|

(
ẽTpe + ĕ

Tpe
)
.

HΦ在相对平衡点处的海森阵为：


I2 ⊗M−1 0 0

0 I3 ⊗
(
αiM

−1
b/f − (|ve|+ σ1) I3

)
0

0 0 σ2I3

 ,

其中算子⊗表示Kronecker积。条件αiI3 −
(
|ve|+ σ1

)
Mb/f > 0确保了HessHΦ 在

相对平衡点处是正定的，因此充分证明了李亚普诺夫稳定性。 �

4.2.1 数值仿真

现在以一个数值仿真实例来演示所设计镇定律。考虑两个相同的全驱动

航行器，两者可以交互相对构形信息。航行器本体重量mb = 1 kg，重力加速

度g = 9.8 m/s2，浮心到重心的距离γ = 1 m，分布在航行器三个惯性主轴上的

物理参数如表4.1所示：
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表 4.1 水下航行器的物理参数

主轴 本体/水流质量 本体/水流惯量 长度

bx 2 kg 1 kg ·m2 4 m
by 5 kg 4 kg ·m2 2 m
bz 5 kg 4 kg ·m2 2 m

期望镇定的相对平衡点为：

(ω1,v1) = (ω2,v2) = (0,ve),

R1(t) = R2(t),

b2(t) = b1(t) + d,

其中ve = vee1 = (0.5, 0, 0)T (m/s), d = (5, 9, 0)T (m)。

由定理4.1可构造个体1的控制：

uτ1 = σ1 (Σ1 × e1 +Σ2 × e2 +Σ3 × e3) + b21 × [σ2I3 (b21 − d)] ,

+ (R21e1)× [(pe1|ve| − αpe1/m1)e1] ,

uf1 = σ2I3 (b21 − d) ,

其中pe1 = m1ve, (Σ1,Σ2,Σ3) = R21；个体2的控制构造为：

uτ2 = −σ1 (Σ1 × e1 +Σ2 × e2 +Σ3 × e3) + (R12e1)× [(pe1|ve| − αpe1/m1)e1] ,

uf2 = −R12

(
σ2I3

)(
b21 − d

)
.

控制参数选择为σ1 = −1, σ2 = 2, α = 9。两个航行器的初始状态为：

R21(0) =


0.8201 −0.5942 0.0606

0.2445 0.2341 −0.9410

0.5449 0.7695 0.3330

 ,

b21(0) = (4,−7, 25)T ,

(ω1,v1,ω2,v2) (0) = (0.2, 0.2, 0.2, 0, 0, 0, 0.3, 0.3, 0.3, 0, 0, 0)T ,
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其中初始相对距离的单位为 m，初始线速度的单位为 m/s，初始角速度的单位

为 rad/s。

为了获得渐近稳定，需要在定理4.1 的基础上增加耗散控制。得益于全驱动

结构，可以在控制uτ1, uf1, uτ2, uf2上增加线性阻尼。在下面的仿真中，线性

阻尼系数均设置为2。

图4.4演示了在惯性系中，两个航行器维持80秒的仿真运动。最初，两个航

行器间隔超过30米，并且姿态不一致。在运动过程中，两航行器调节相对构

形，最终获得一致姿态，期望相对位置，实现稳定协调。

图 4.4 惯性系中两航行器的相对平衡点镇定

图4.5示意了相对姿态的动态变化，相对姿态矩阵R21 = (Σ1,Σ2,Σ3)中的各

元素随航行器运动而变化。可以观察到，矩阵的三个对角元素Σ1
1, Σ

2
2, Σ

3
3 均趋

近于1，而其它元素均趋近于0。

图4.6示意了在航行器1的本体坐标系中表示的相对位置的动态变化。相对

位置b21从(4,−7, 25)T (m)变化至期望值(5, 9, 0)T (m)。

本节中的镇定设计将通信拓扑图假设为一种特殊的连通图G1，这只是为了

便于人工势能的设计。实际上，对于协调队形，可以利用刚性图 [78]来描述，

并确定与之对应的最小连通拓扑图，从而不局限于拓扑图G1。若只要达到协

调，则任意连通的双向拓扑图G都可以胜任。
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图 4.5 相对姿态的动态变化
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图 4.6 相对位置的动态变化

– 71 –



4.3. 欠驱动情形多航行器的协调平航镇定

4.3 欠驱动情形多航行器的协调平航镇定

针对欠驱动航行器模型(4.8, 4.10)，考虑N个相同个体基于一个双向连通的

拓扑图G进行通信，利用交互信息设计个体反馈控制律，使得航行器网络协

调，且每个个体处于相对平衡点(4.12) 的协调平航运动是渐近稳定的。

本节首先研究单个内置滑块驱动航行器的镇定，再推广至多个航行器的协

调。为了简洁阐明控制思想与设计，这里只考虑航行器限制在竖直平面上的运

动(见图4.7)。作这种假设的前提条件是：航行器安装有尾舵之类的装置，使航

行器在水平面上的运动是稳定的，因此，竖直平面对于航行器的运动来讲是不

变的。

xb
CG

CB

b

x
I

z
I

g

z
b

1pr

gr

1
b

图 4.7 竖直平面上的内置滑块水下航行器

以θ表示俯仰角，记：

R =


cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 , b =


x

0

z

 ,v =


v1

0

v3

 ,ω =


0

ω2

0

 ,pp =


pp1

0

pp3

 .

根据rp3 = ṙp3 = 0可以求得：

pp3 = mp(v3 − rp1ω2).
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航行器限制在竖直平面上的运动学方程为：

θ̇ = ω2,

ẋ = v1 cos θ + v3 sin θ, (4.22)

ż = −v1 sin θ + v3 cos θ,

ṙp1 = pp1/mp − v1,

动力学方程为：

v̇1 = (−m3v3ω2 − pp3ω2 − u)/m1,

ṗp1 = −mp(g sin θ + v3ω2 − rp1ω
2
2) + u, (4.23)

以及： (
ω̇2

v̇3

)
= G−1

(
f1 − rp1mpω2ṙp1

f2 +mpω2ṙp1

)
,

式中：

f1 = (m3 −m1)v1v3 −mpgrp1 cos θ − γmbg sin θ,

f2 = m1v1ω2 + pp1ω2,

G =

(
J2 +mpr

2
p1 −mprp1

−mprp1 mp +m3

)
.

这 里 ，m1,m3是 质 量 矩 阵Mb/f 的(1, 1)元 素 与(3, 3)元 素 ；J2是 惯 量 矩

阵Jb/f的(2, 2)元素。由于bx是航行器的最长轴，有m1 < m3。

为了镇定形如(4.12)的相对平衡点，航行器的哈密尔顿函数(4.9) 由如下势能

进行整形：

V =
1

2
ksr

2
p1, ks > 0. (4.24)

该整形势能可由如下反馈控制实现：

u = −gradV = −ksrp1. (4.25)
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闭环系统仍为简单力学系统，其哈密尔顿函数为：

HV = H + V.

并且同样具有相对平衡点(4.12)。可以通过能量―喀什米尔法来确定势能整形系

数，以获得闭环系统稳定性。主要步骤是利用喀什米尔函数(4.5) 构造（守恒）

李亚普诺夫函数HΦ = HV + Φ(C1, C2, C3)，使其在相对平衡点(4.12) 具有严格极

大（小）值。记：

mx = m1 +mp, mz = m3 +mp, pe1 = mxve.

注意到有mx < mz。

定理 4.2: 如果满足条件：

J2 >
γ2m2

b

mx

(4.26)

mbgγ > (
1

m1

− 1

m3

)p2e1

ks >
m2

pg2(mx −mz +mxmz)

mbgγ(mx −mz +mxmz) + (mx −mz)p2e1

则相对平衡点(4.12)稳定。如下反馈控制渐近镇定相对平衡点(4.12)，

u = −ksrp1 − ksdṙp1, ksd > 0. (4.27)

证明: 用于分析相对平衡点(4.12) 的一个李亚普诺夫函数可构造为：

HΦ = HV − C1

mx

+
1

2
C2

2 +
1

2

(
C1 −

p2e1
2

)2

.

沿着动力学方程(4.23)，通过计算可以验证在相对平衡点(4.12)处，只要条

件(4.26)满足，则成立grad(HΦ) = 0, Hess(HΦ) > 0。通过李亚普诺夫直接法可

判断稳定性。利用LaSalle不变原理，可推知渐近稳定性。 �

通过对稳定性的谱分析可知，如果充分条件(4.26)中任何一个不等号反向，

相对平衡点(4.12)就不稳定。第二个不等式条件与Leonard [72] 所得到的稳定性
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结果相同，leonard证明了一个低重心的水下航行器若沿其中长轴平移，且垂直

轴bz是最短轴，那么为了确保平移运动的稳定性，重心应该足够低于浮心。

从物理上讲，控制律(4.27) 如同在滑块与航行器间安装了一个线性弹簧。

考虑到低重心结构已在俯仰运动上提供了恢复力矩（见评注4.1），通过一个刚

度足够大的弹簧限制滑块与航行器之间的相对运动，可镇定航行器/滑块系统沿

着航行器长轴方向的平移运动。若弹簧刚度太小，或者航行器平移速度过快，

航行器/滑块系统的平移运动将不稳定。

现在考虑另一种形式的相对平衡点：

(θ, ω2, v1, v3, rp1, ṙp1, u) = (θe, 0, ve, 0, re, 0, ue), (4.28)

其中：

re = −γmb tan θe
mp

,

ue = mpg sin θe.

其对应航行器沿长轴以速率ve匀速运动，俯仰角为非零常值θe，滑块在恒定控

制力ue作用下，相对于航行器静止在沿bx轴方向的位置re处。

将整形势能(4.24)中的参数ks取值为：

ks = kse =
gm2

p cos θe

γmb

, (4.29)

使得相对平衡点(4.28) 是闭环系统的一个相对平衡点。然而，仿真结果表明只

有对于足够大的俯仰角值θe, 比如|θe| > π/5，(4.28)才是稳定的。对于较小值

的θe，(4.28)不稳定。一个可能的解释是当俯仰角较小时，航行器与滑块之间的

“弹簧”刚度ks不能太小的要求(4.26)，与固定值(4.29)发生了矛盾。可将整形

势能(4.24)改进为：

V̄ =
1

2
kser

2
p1 +

1

2
ks(rp1 − rd)

2, (4.30)

其中：

rd = −γmb tan θe
mp

.
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定理 4.3: 如果满足条件：

J2 >
γ2m2

b

mx

(4.31)

mbgγ > (
1

m1

− 1

m3

)p2e1

−1

2
π < θe <

1

2
π

ks > −kse +
m2

pg2(mx −mz +mxmz)

mbgγ(mx −mz +mxmz) + (mx −mz)p2e1

则相对平衡点(4.28)是稳定的。如下反馈控制将渐近镇定相对平衡点(4.28)。

u = −kserp1 − ks(rp1 − rd)− ksdṙp1. (4.32)

证明: 一个可用于相对平衡点(4.28)稳定性分析的李亚普诺夫函数为：

H̄Φ = HV̄ − C1

mx

+
1

2
(C2 − C2e)

2 +
1

2

(
C1 −

p2e1
2

)2

, (4.33)

其中HV̄ = H + V̄ , C2e为喀什米尔函数C2在相对平衡点处的取值，计算为C2e =

−mxve sin θe。与定理4.2的证明类似，由李亚普诺夫直接法可推知稳定性，

由LaSalle不变原理可证明渐近稳定性。 �

现在开始考虑N个航行器的协调镇定问题。由于仅施加内驱动控制，航行

器/滑块系统的动态行为在一个等动量面上演化，为了实现航行器网络的稳定协

调平航运动，需要作出如下假设：

假设 4.2: 每个航行器/滑块系统的喀什米尔函数C1和C2取值相等，分别取决

于C1和C2在期望相对平衡点处的取值。

在假设4.2下，基于连通双向通信拓扑图G 的航行器网络可以通过同步各自

的滑块，来实现协调平航运动。而滑块的同步又可以通过在航行器网络间引入

人工势能的方式来实现。首先，任选一个航行器作为主航行器，不失一般性，

将其编号记为1。个体1的哈密尔顿函数被如下势能函数整形，

V1 =
1

2
kser

2
p1,1 +

1

2
ks(rp1,1 − rd)

2.
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其余个体i的哈密尔顿函数被如下势能函数整形，

Vi =
1

2
kser

2
p1,i, i = 2, · · · , N.

再引入人工势能：

Vart =
1

2
kp,i

N∑
i

∑
j

(rp1,i − rp1,j)
2, j  i, kp,i > 0. (4.34)

整个航行器网络的哈密尔顿函数进过势能整形后变为：

Ĥ =
N∑
i=1

Hi + V1 +
N∑
i=2

Vi + Vart, (4.35)

式中Hi代表个体i未整形前的哈密尔顿函数。相应的整形控制为：

u1 = −kserp1,1 − ks(rp1,1 − rd)− ksdṙp1,1, (4.36)

ui = −kserp1,i −
∑
j

(
kp,i(rp1,i − rp1,j)

)
− kd,iṙp1,i, j  i, i = 2, · · · , N.

控制(4.36)表明个体1自主地镇定其期望的平航运动。其余个体通过连接在自身

与相邻（由通信拓扑G决定）个体滑块上的“阻尼弹簧”实现协调。当然，这

种类似弹簧的势场力是通过信息交互，构造相应控制实现的。

定理 4.4: 考虑N个相同的内置滑块驱动的航行器，以连通双向通信拓扑图G进

行信息交互。在假设4.2下，各航行器施加控制(4.36)时，每个航行器渐近收敛

到相对平衡点(4.28)，并且具有相同的俯仰角与平航速度，网络实现协调平航。

证明: 滑块的同步是利用线性空间上基于固定连通图的一致性结果 [14]。因

此，整个闭环系统是一个指数收敛子系统（滑块的位置同步系统）与一个渐近

自治系统（航行器网络系统，其中滑块渐近趋于固定位置）的级联。对于该渐

近自治系统的极限系统，即滑块收敛并静止于平衡位置时的航行器网络，其在

相对平衡点处的稳定性可由如下李亚普诺夫函数判断：

ĤΦ = Ĥ +N

(
−C1

mx

+
1

2
(C2 − C2e)

2 +
1

2

(
C1 −

p2e1
2

)2
)
. (4.37)
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再次利用李亚普诺夫直接法与LaSalle不变原理可推知极限系统在相对平衡点处

是渐近稳定的。根据级联系统稳定性的标准论述 [68]可以论证定理成立。 �

4.3.1 数值仿真

现在以一个数值仿真实例来演示所设计的镇定律。考虑两个相同的内置滑

块驱动航行器，其中航行器1为主航行器。航行器的模型参数如下：

mb = 10 kg, m1 = 12 kg, m3 = 24 kg, mp = 2 kg,

J2 = 0.1 Nm2, γ = 0.05 m, g = 9.8 m/s2.

情情情形形形I：期望的相对平衡点表示为：

θ1 = θ2 = 0 rad,

ω2,1 = ω2,2 = 0 rad/s,

v1,1 = v1,2 = 0.5 m/s,

v3,1 = v3,2 = 0 m/s,

rp1,1 = rp1,2 = 0 m,

ṙp1,1 = ṙp1,2 = 0 m/s.

根据控制律(4.36)，航行器1施加控制：

u1 = −kserp1,1 − ksrp1,1 − ksdṙp1,1,

航行器2施加控制：

u2 = −kserp1,2 − kp(rp1,2 − rp1,1)− kdṙp1,2.

根据式(4.29)，式中kse = gm2
p/(γmb)。根据定理4.3中的充分条件，选择控制参

数：

ks = 200, ksd = 15, kp = 200, kd = 15.
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航行器网络的初始状态应满足假设4.2，即满足：

p(0)i ·Γi(0) = 0, p(0)i ·p(0)i = pie ·pie.

选择初始状态如下（仍采用相对平衡点表示中的国际单位）：

(θ1, ω1, v1,1, v3,1, rp1,1, ṙp1,1)(0) = (−π/5, 0.01, 0.4042,−0.1585,−0.28, 0).

(θ2, ω2, v1,2, v3,2, rp1,2, ṙp1,2)(0) = (−π/2.8, 0.01, 0.2166,−0.2425, 0.08, 0).

图4.8示意了航行器网络协调平航运动的镇定。
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图 4.8 情形I：零俯仰角的协调运动

情情情形形形II：期望的相对平衡点表示为：

θ1 = θ2 =
π

4
rad,

ω2,1 = ω2,2 = 0 rad/s,

v1,1 = v1,2 = 0.5 m/s,

v3,1 = v3,2 = 0 m/s,

rp1,1 = rp1,2 = rd,

ṙp1,1 = ṙp1,2 = 0 m/s,
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其中滑块的平衡位置计算为：

rd = −γmb tan(π/4)

mp

.

航行器1施加控制：

u1 = −kserp1,1 − ks(rp1,1 − rd)− ksdṙp1,1,

航行器2施加控制：

u2 = −kserp1,2 − kp(rp1,2 − rp1,1)− kdṙp1,2,

式中kse计算为：

kse =
gm2

p cos(π/4)

γmb

.

根据定理4.3中的充分条件，选择控制参数：

ks = 75, ksd = 25, kp = 75, kd = 25.

初始状态需满足假设4.2，即满足：

pi(0) ·Γi(0) = pie · (− sin θie, 0, cos θie), pi(0) ·pi(0) = pie ·pie.

选择初始状态如下（仍采用相对平衡点表示中的国际单位）：

(θ1, ω1, v1,1, v3,1, rp1,1, ṙp1,1)(0) = (−π/15, 0.01, 0.2719,−0.2258,−0.08, 0).

(θ2, ω2, v1,2, v3,2, rp1,2, ṙp1,2)(0) = (−π/3, 0.01,−0.1298,−0.2600, 0.08, 0).

图4.9 示意了具有非零俯仰角的协调平航运动的镇定。

以上协调平航运动的收敛域大小受到航行器网络所具有最临近的相对平衡

点的限制。一类相对平衡点，比如平衡滑翔（沿航行器非主轴方向的平移）可

以通过选择足够低的重心来消除，即尽量加大γ值。
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图 4.9 情形II：非零俯仰角的协调运动

然而，沿bx轴反向平移的平航运动仍为一个邻近的相对平衡点。对于

情形I中具有正俯仰角的初始状态，将被吸引至该相对平衡点，仿真结果如

图4.10所示。
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图 4.10 情形I中的另一种收敛方式

沿着bz轴的平移也是存留的一个相对平衡点，其吸引着情形II中具有正俯仰

角的初始状态。仿真结果如图4.11所示。
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图 4.11 情形II的另一种收敛方式

邻近相对平衡点的存在是由于航行器的平移对称性所致。要想消除这些相

对平衡点，使得期望相对平衡点全局稳定，需要引入外力来打破平移对称性。

4.4 全驱动情形多航行器的协调运动规划

针对全驱动航行器模型(4.1, 4.4)，本节考虑N个相同个体的协调运动规划问

题。按照3.3小节中的协调运动规划方法，关键是设计相对平衡点之间的机动。

利用航行器构形空间SE(3)的结构性质，本节设计航行器网络的机动，并应用

于协调运动规划。

机动的设计思路是将航行器网络的一个协调平航运动对应到本体速度空

间上的一个固定点，即平航速度。平航速度表示为李代数se(3)上的一个旋

量(twist)，在se(3)（线性空间）上插值一条参数化的路径，连接机动前后的两

个平航速度，路径参数可进行时间重整。机动就是控制网络的平航速度跟踪这

条参数化的路径。路径参数的时间重整需要反馈网络的状态，使得两个平航速

度之间的转移既在有限时间内完成，又确保网络状态在机动过程中有界。

鉴于航行器的常用航行方式是沿其最长轴的平移运动，本节把协调平航运

动限制为相对平衡点(4.17)的形式。考虑如下运动规划序列：

{
(ξ̄b1, τ1, ḡα1), π1, (ξ̄

b
2, τ2, k̄α1)

}
, α = 2, · · · , N. (4.38)
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序列中两个协调平航运动的平航速度具有如下形式：

ξ̄b1 = (0, ve1e1), ve1 ∈ R,

ξ̄b2 = (0, ve2e1), ve2 ∈ R.

第一个平航轨迹具有如下形式：

R1(t) = R1(0), b1(t) = R1(0)(e1ve1)t+ b1(0), ḡα1 = (I3,dα1), α = 2, · · · , N.

第二个平航轨迹具有如下形式：

R1(t) = R′
1(0), b1(t) = R′

1(0)(e1ve2)t+ b
′
1(0), k̄α1 = (I3,kα1), α = 2, · · · , N.

评注 4.3: 序列(4.38)对应这样的网络协调：各航行器保持一致的相对姿态，

维持一定的相对位置，并沿自身最长轴作平移运动。机动改变网络的平移

速率（若ve1 ̸= ve2），网络的队形（若dα1 ̸= kα1），以及整体网络的姿态

（若R1(0) ̸= R′
1(0)）。

仍采用第3.3小节中的表示方式，记网络的状态为x = (x1, · · · ,xN) ∈ XN，

其中个体i的状态记为xi = (Ri, bi,ωi,vi) ∈ X。为了以速度空间上路径跟踪的方

式实现机动，需要作出假设：

假设 4.4: 在李代数se(3)上，存在一条光滑的路径ξb(s): [0, S] → se(3)，由时变

参数s(t) : [0, T ] → [0,S]参数化，并且满足ξb(0) = ξ̄b1, ξ
b(S) = ξ̄b2。

评注 4.5: 考虑到se(3)是一个线性空间，因此假设4.4中的路径是存在的。比如

利用线性插值，可以构造出如下的光滑路径：

ξb(s) =
s

S
ξ̄b2 +

(
1− s

S

)
ξ̄b1, s ∈ [0, S],

ξb(s) = ξ̄b2, s > S.

直观上可以设置s = t，但在实际情况下，需要利用时变参数s关于时间变化的自

由度，来保证机动的稳定性。

– 83 –



4.4. 全驱动情形多航行器的协调运动规划

记ξb(s): [0, S] → se(3)是一条满足假设4.4的路径。在固定值s ∈ [0,S]处的平

航速度记为ξbs，其对应的平航轨迹记为xξbs
。根据4.2节中相对平衡点的镇定设

计，对于任意固定的s，平航轨迹xξbs
是可渐近镇定的，一个用于平航轨迹稳定

性分析的李亚普诺夫函数HΦ(x) 由式(4.21)给出。由于s本身是时变参数，不妨

将李亚普诺夫函数记为HΦ(s,x)。在利用该李亚普诺夫函数指导机动设计前，

还需要一个假设条件。

假设 4.6: 存在一个连续可微，正定函数V (s,x): [0,S] × XN → R+ 满

足V
(
s,xξbs

)
= 0；一个K类函数ρ∗；常数C > 0；V函数值上界VU，使得

集合{(s,x)|V (s,x) ≤ VU}是紧致的；存在一个连续的状态反馈u(s,x):

[0,S]×XN → Rm，使得对于任意固定的s ∈ [0,S]有：

−
(
∂V
∂x

)T
ẋ

ρ (V (s,x))
≥ C,

{
∀x ∈ XN |V (s,x) ≤ VU

}
. (4.39)

评注 4.7: 考虑到在每个固定的s ∈ [0,S]处，平航轨迹xξbs
是可渐近镇定的，相应

的镇定控制律在4.2节进行了设计。李亚普诺夫函数HΦ(s,x)可作为假设4.6中的

正定函数V (s,x)，而相应的镇定控制律在沿着路径ξb(s)进行s参数化后，可以

作为假设4.6中的状态反馈。因此，假设4.6是合理的。

在假设4.4, 4.6下，机动π1可以通过控制路径ξb(s)中时变参数s 的变化律来

实现。控制的目标是使得李亚普诺夫函数V (s,x)在整个机动过程中保持有界，

即V (s,x) < VU，同时确保整个航行器网络的状态收敛到第二个平航轨迹上。为

了实现这样一个机动，需要在设计参数s的变化律时引入网络的状态反馈。借

鉴Ögren [79]设计的时间整定技术，可以得到如下结果：

定理 4.5: 为s的变化律指定一个定常变化率vs > 0，s的变化律设计如下：

ṡ = min

(
vs,

−
(
∂V
∂x

)T
ẋ

λ+
∣∣∂V
∂s

∣∣
(

ρ(VU)

ρ(V (s,x))

))
, s ∈ [0, S),

ṡ = 0, s = S, (4.40)

式中λ > 0是一个很小的正常数，ρ是不等式(4.39)中的K类函数。那么，s将在有

限时间内到达S，并且在此期间，若V (s(0),x(0)) ≤ VU，则恒有V (s,x) ≤ VU。

∗即函数ρ : R+ → R+连续，严格单调增，且满足ρ(0) = 0.
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证明: 通过直接计算有：

V̇ =

(
∂V

∂x

)T

ẋ+
∂V

∂s
ṡ.

如果∂V
∂s

≤ 0，那么在假设4.6下成立V̇ ≤
(
∂V
∂x

)T
ẋ ≤ 0。如果∂V

∂s
> 0，则有：

V̇ ≤
(
∂V

∂x

)T

ẋ+
∂V

∂s

(
−
(
∂V
∂x

)T
ẋ

λ+
∣∣∂V
∂s

∣∣
(

ρ (VU)

ρ (V (s,x))

))
.

假设在时刻t1 ∈ [0, T ]处，V (s(t1),x(t1)) ≥ VU，那么：

ρ (VU)

ρ (V (s (t1) ,x (t1)))
≤ 1.

由于：
∂V (s,x)

∂s
(t1)

λ+
∣∣∣∂V (s,x)

∂s
(t1)
∣∣∣ ≤ 1,

并且考虑到时刻t1的选取是任意的，从而有：

V̇ ≤
(
∂V

∂x

)T

ẋ+

(
−
(
∂V
∂x

)T
ẋ

1
1

)
= 0.

因此，若V (s,x) ≥ VU，则沿着状态轨迹成立V̇ (s,x) ≤ 0。综上所述，

在V (s(0),x(0)) ≤ VU的前提下，对于所有t ≥ 0成立V (s(t),x(t)) ≤ VU。

根据假设4.6，集合{(s,x)|V (s,x) ≤ VU}是紧致的，令：

K = max
s∈[0,S],x∈X|V (s,x)≤VU

(
λ+

∣∣∣∣∂V (s,x)

∂s

∣∣∣∣) .
利用不等式(4.39)可知：

ṡ = min

(
vs,

−
(
∂V
∂x

)T
ẋ

λ+
∣∣∂V
∂s

∣∣
(

ρ (VU)

ρ (V (s,x))

))

≥ min

(
vs,

Cρ (VU)

K

)
= v > 0.
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定义机动的完成时间T为： ∫ T

0

ṡ = S.

因为ṡ有下界v，机动时间T则有上界M = S/v，从而定理得证。 �

4.4.1 数值仿真

由于航行器具有SE(2)对称，仿真实例将在SE(2)流形，即水平面上进行。

考虑两个相同的航行器，假设每个航行器已施加4.2节中的镇定控制，使得单个

体限制在水平面上沿各自最长轴的平移运动是稳定的。

将航行器模型(4.1, 4.4)限制在水平面上，为航行器选取一组局部构形

坐标(θ, bx, by)
T，其中θ表示航行器本体坐标轴bx 与水平面X轴之间的方向

角，b = (bx, by)
T表示航行器的位置。航行器的本体速度记为ξb = (ω, vx, vy)

T，

其中ω, vx, vy分别是本体角速度，线速度。记i = 1, 2，第i个航行器的运动学

（下左）与动力学（下右）方程分别为：
θ̇i = ωi,

ḃix = vix cos θ − viy sin θ,

ḃiy = vix sin θ + viy cos θ,


Jω̇i = (mx −my) vixviy + uiτ ,

mxv̇ix = myviyωi + uix,

myv̇iy = −mxvixωi + uiy.

(4.41)

在两个航行器之间引入人工势能：

Vart =
σ1
2
(θ1 − θ2)

2 +
σ2
2

∥∥∥b̃2 − b1∥∥∥2 ,
式中σ1, σ2 ∈ R+, b̃2 = b2 + d, d ∈ R2。假设两个航行器间存在双向信息交互，

则航行器网络存在如下相对平衡点：

ξb1 = ξb2 = ξ̄
b
A, (4.42)

θ1 = θ2 = 0,

b1 = b2 + d,

其中ξ̄bA = (0, 1, 0)T (m/s)。该相对平衡点对应于两个航行器均以单位速度沿各

自bx轴平移，姿态角同为0，并且维持固定相对位置d。
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关于相对平衡点(4.42) 的一个李亚普诺夫函数为：

V =
1

2

2∑
i=1

(
ξbi − ξ̄bA

)T I
(
ξbi − ξ̄bA

)
+
σ1
2
(θ1 − θ2)

2 +
σ2
2

∥∥∥b̃2 − b1∥∥∥2 , (4.43)

其中I = diag(J,mx,my)。相对平衡点(4.42)由如下控制镇定：

u1τ = −σ1θ1 − κJθ̇1,(
u1x

u1y

)
= −σ2

(
RT (θ1)

(
b1 ·

(
0

1

))(
0

1

))
− κ

(
mx 0

0 my

)
RT (θ1)

(
ḃ1 −

(
1

0

))
,

u2τ = −σ1 (θ2 − θ1)− κJθ̇2,(
u2x

u2y

)
= −σ2

(
RT (θ2)

(
b̃2 − b1

))
− κ

(
mx 0

0 my

)
RT (θ2)

(
ḃ2 −

(
1

0

))
,

其中R(θ) :=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
.

航行器的物理参数为：mx = 4 kg, my = 1 kg, J = 1.5 Nm2。控制参

数σ1 = 2, σ2 = 4, κ = 4，期望相对距离为d = (0, 5)T (m)。航行器网络的初始状

态为： 
θ1

b1x

b1y

 (0) =


π/7 rad

0

4 m

 ,


ω1

v1x

v1y

 (0) =


0.1 rad/s

0.1 m/s

0.1 m/s

 ,


θ2

b2x

b2y

 (0) =


π/4 rad

0

−9 m

 ,


ω2

v2x

v2y

 (0) =


0.1 rad/s

0.1 m/s

0.1 m/s

 .

图4.12示意了在初值扰动下，相对平衡点(4.42)的镇定。

现在考虑运动规划序列I：
{
(ξ̄bA, τA, ḡ21), π, (ξ̄

b
B, τB, k̄21)

}
。第一个协调平航

运动是沿相对平衡点(4.42)的运动，其中相对构形ḡ21 = (∆θ,∆b) = (0,d)。第二
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图 4.12 相对平衡点的镇定

个协调平航运动的平航速度，相对构形具体描述为：

ξb1 = ξb2 = ξ̄
b
B =


0

1.2 m/s

0

 ,

θ1 = θ2 =
π

10
rad,(

0

5 m

)
= RT

( π
10

)
(b1 − b2) .

以ξb(s): [0,S] → se(2)表示本体速度空间上一条光滑的路径，其满足：

ξb(0) = ξ̄bA, ξb(S) = ξ̄bB.

通过控制s参数的变化（见式4.40）实现机动π。首先考虑协调机动，选取较小

的李亚普诺夫函数上界VU = 0.5，选择参数vs = 0.05, λ = 0.01，以及K类函

数ρ (z) = z2。

图4.13示意了在初始状态扰动下，运动规划序列I的执行情况。机动保持协

调，且在10秒内完成。
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图 4.13 运动规划I的执行

接下来，通过仿真观察s变化律的改变对机动性能的影响。考虑运动规划序

列II：
{
(ξ̄bA, τA, ḡ21), π, (ξ̄

b
C , τB, k̃21)

}
，第二个协调平航运动的平航速度，相对

构形具体描述为：

ξb1 = ξb2 = ξ̄
b
C =


0

1.2 m/s

0

 ,

θ1 = θ2 =
π

3
rad,(

0

4 m

)
= RT

(π
3

)
(b1 − b2) .

运动规划序列II较序列I具有更大的姿态角变化，以及队形收缩。

该情形下考虑非协调机动，在s的变化律设计中松弛李亚普诺夫函数V的上

界VU，取VU = 5。同时增大s的指定变化率，取vs = 0.1。选择参数λ = 0.01，

以及K类函数ρ (z) = z2。

如图4.14所示， 机动不保持协调。与图4.13对比，可以看出在相同的时间

间隔内，图4.14中的航行器完成了更大的姿态角变化，以及相对位移的改变，

机动过程得到加速。而且，每个航行器在机动中，执行几乎相同的轨迹，因而
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图 4.14 运动规划II执行中的交叉机动

消耗的能量也近似。而在图4.13中，很明显，位于下面的航行器必须比上面的

航行器运动得更快，才能在机动中维持协调。图4.14中交叉机动的快速性，灵

活性都较图4.13中协调机动要大（见评注3.21）。

至此，本章把基于能量整形的协调镇定方法，以及基于动力学量化组合的

协调运动规划方法，应用于多个水下航行器的协调控制中。以统一的能量观

点，实现了个体的镇定以及网络的协调。镇定设计不作任何线性化，充分利用

了力学系统的结构性质，得到的镇定律具有明确物理含义，易于实现。协调运

动规划方法降低了规划的复杂性，并以闭环方式执行规划轨迹，具有鲁棒性。

不足之处就是将网络所有的可行轨迹都限制为一系列初等运动，这将导致无法

评估或计算规划轨迹的整体最优性，比如关于时耗，能耗指标的最优性。
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结 论

结 论

本论文研究了多个简单力学系统的协调控制问题，主要贡献是：一、基于

能量整形思想，提出以镇定相对平衡点的方式获得多力学系统稳定协调运动的

方法，并应用于多个全/欠驱动水下航行器的协调镇定。二、基于动力学量化组

合思想，提出利用初等运动进行协调运动规划的方法，并应用于多个全驱动水

下航行器，以闭环方式实现了协调运动规划。研究特色是利用力学系统的结构

性质，进行协调镇定与协调运动规划的设计。所得控制律具有明确物理含义，

易于工程实现。在控制效果上，收敛域大，鲁棒性好。

具体地讲，本文在理论方面将能量整形思想从单个力学系统的镇定推广到

多力学系统相对平衡点的镇定；将动力学量化组合思想推广到多个力学系统的

协调运动规划。针对推广后的理论结果，本文分析了适用范围，设计难点，并

与现有同类方法对比，阐述了优点与局限。

本文将理论推广结果应用到多个全/欠驱动水下航行器的协调控制。在镇定

方面，针对能量整形中的核心问题：匹配条件的求解，本文或利用水下航行器

特定的结构性质，或利用基本物理原理，设计了匹配的整形动能，整形势能，

以及人工势能；构造出用于分析协调稳定性的李亚普诺夫函数；设计了镇定控

制律，并证明了协调的非线性稳定性。与现有基于一致性的协调控制方法相

比，本文镇定设计的收敛域大，无奇异性。

在协调运动规划方面，针对量化组合中的核心问题：机动的设计，本文利

用航行器构形空间的结构性质，将机动设计转化为航行器本体速度空间上的路

径跟踪问题。通过对协调镇定律，以及李亚普诺夫函数沿待跟踪路径的参数

化，并对该参数进行时间整定，实现了稳定的机动。与基于最优控制的运动规

划方法相比，本文规划方案的执行具有实时性与鲁棒性。这些优点有力地支持

了利用系统结构性质设计控制律的理念。

本文尚存若干未解决的问题，主要后续研究内容包括：

一、多多多个个个欠欠欠驱驱驱动动动力力力学学学系系系统统统的的的协协协调调调运运运动动动规规规划划划。虽然能量整形控制在镇定单

个欠驱动力学系统中具有独特优势，但其可行性（即匹配条件的可解性，及解

的稳定性），尤其是能否应用到给定欠驱动力学系统的协调控制中，是不容易

判断的。以文献 [41] 所研究的平面上的车―摆网络为例，虽然单个车是欠驱动

的，但是需要协调的变量，即车的相对位置，是控制直接作用的方向。另外，
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结 论

单个车―摆系统满足简化匹配条件，可以猜测利用能量整形（文中采用受控拉

格朗日函数方法）设计协调控制是可行的。

对于稍复杂的力学系统网络，目前尚未见到判断能量整形可行的完备结

果，主要难点归结于欠驱动对个体间可塑造人工势能的限制。给定一个力学系

统网络，根据协调目标，在可能的动能整形（用于镇定设计）基础上能否构造

出匹配的人工势能是以能量整形思想设计协调控制的关键，这仍归结为匹配条

件的求解。因此，利用力学系统的结构性质与具体的协调目标进行匹配条件的

简化是后续研究的一个重点问题。考虑到协调只关注相对构形，与控制单个力

学系统相比：

1. 势能整形是否具有额外设计自由度？

2. 如何利用额外自由度简化能量整形匹配条件的求解？

针对这两个问题，需要进行深入研究。

二、以以以能能能量量量整整整形形形思思思想想想解解解决决决（（（多多多个个个）））力力力学学学系系系统统统的的的跟跟跟踪踪踪。Bloch [43]尝试着使

用能量整形方法解决单个车―摆系统的跟踪问题，设计思想是构造一个时变的

势能函数，使其极值点跟踪期望轨迹，再通过固定坐标系与运动坐标系之间的

坐标变换，将固定坐标系中的跟踪问题转化为运动坐标系中的镇定问题。对

于期望轨迹的加速度为常值的情形，相应的控制律设计得到很大简化。类似

地，Zenkov [80]通过构造时变的能量函数，研究了具有对称性的一类力学系统

的匀加速轨迹跟踪问题。

但是，针对一般构形流形上的力学系统，在跟踪任意轨迹时，构造时变能

量整形函数不能简单地将原始势能函数整形为在期望轨迹处取极值。这样做一

方面难以确保整形的可行性；另一方面难以保证系统在期望轨迹附近的收敛

性。为了确保系统跟踪期望轨迹的收敛性，必须同时对动能度量作相应的整

形，获得可以论证收敛性的李亚普诺夫函数。同样，所设计的动能整形及势能

整形都必须确保匹配条件的可解性。

可以预见，势能整形将涉及系统在构形流形上的运动轨迹与期望轨迹之间

的比较，而动能整形将涉及系统沿运动轨迹上不同构形处切向量的比较。与欧

氏空间不同，为了刻画相对构形以及相对速度，流形上各几何量的比较不能简

单地通过减法获得相差量。一种可以借鉴的方法是利用Bullo [81]定义的误差函

数以及传输映射来刻画流形上各种几何量的差别。Bullo [81, 82]考虑了全驱动力

学系统的轨迹跟踪问题，控制律的设计思想是利用全驱动进行反馈线性化。
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结 论

基于能量整形研究欠驱动力学系统的跟踪问题，或多个力学系统的协调跟

踪则更具有挑战性，并且较线性化方法具有新意，优点，以及更广的适用性。

跟踪问题的研究是对能量整形思想的重要理论推广。

三、利利利用用用力力力学学学系系系统统统的的的漂漂漂移移移项项项进进进行行行运运运动动动规规规划划划。力学系统的运动规划是一种带

有漂移项的运动规划，这对规划轨迹的可行性提出了很高的要求。如果存在欠

驱动限制，则要求使用较少的控制通道来实现规划，带来了更大的难度。

本文所采用基于相对平衡点拼接的规划方法，实质是对漂移项作用的一种

规避。因为沿着相对平衡点，力学系统的欧拉―庞加莱方程（即动力学方程）

的漂移项为零，一般无需控制输入，系统就能维持稳态运动。类似的，利用力

学系统解耦运动向量场的规划方法 [83]，可将动力学规划问题简化为逆向运动

学求解问题，其与本文规划方法的最大区别就是在不同运动向量场的组合处，

要求系统实现停顿，因此效率没有基于机动的组合方式高。此外，机动的设计

不依赖于切换点在相对平衡点上的具体位置，只要给定前后两个相对平衡点，

在任意时刻实施的机动都是相同的（见评注3.15）。

为了进一步利用力学系统的结构性质，可以不用刻意规避漂移项的作用，

而是利用系统沿漂移项的运动。不妨将由漂移项引起的运动定义为系统的漂移

轨道，那么对于力学系统的任一构形，都存在一条经过其的漂移轨道。如果能

通过控制在某一恰当时刻之前将系统的构形控制到经过目标构形的一条漂移轨

道上，那么就可以实现运动规划。或更一般的，研究不同漂移轨道之间的切换

控制，利用漂移轨道作为规划轨迹中的一部分，辅助运动规划的实现。

对于力学系统网络，整个网络的漂移轨道作为构形空间的一个低维子流形

会具有更丰富的含义。比如一条漂移轨道可以对应着各系统某些构形变量的一

致，那么通过切换控制将网络状态转移到该漂移轨道上，就实现了一致性的控

制目标。

总之，本文通过对多个力学系统协调控制的研究，充分认识到利用系统的

结构性质在控制律设计中的作用。每个力学系统都是独特的，正如每个非线性

系统具有各自的非线性，虽然不能找到通用的控制律设计方法，但可以摸索出

科学的方法论来指导设计。基于能量整形思想，以及动力学量化组合思想的协

调控制设计，正体现了这样一种方法论，它带领着非线性系统控制从过去的线

性化，高增益时代步入一个学会尊重，利用，并与非线性共存的时代。
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附录A 附录

附录 A 附录

A.1 受控拉格朗日函数方法介绍

考虑一个简单力学系统(Q,M, V )，李群G自由，正则地作用在Q上，称商

空间S = Q/G，即G-轨道的集合，为形状空间。为了理解受控拉格朗日函数方

法中的能量整形，有必要先描述系统的速度与动能。

在构型q ∈ Q处，切向量vq ∈ TqQ 可以分解为两分量之和，分量一与经

过q点的G-轨道Orb(q)相切，分量二与分量一满足度量M -正交。称TqOrb(q)为切

空间TqQ的垂直子空间，记为VqQ；与其M -正交的子空间称为水平子空间，记

为HqQ。记切向量vq ∈ TqQ 在VqQ与HqQ上的投影分别为Vervq 与Horvq，对于

任意vq, wq ∈ TqQ有：

M(vq,wq) =M(Horvq,Horwq) +M(Vervq,Verwq). (A.1)

等式(A.1)唯一确定了切向量vq ∈ TqQ的分解：

vq = Horvq + Vervq.

李群G在Q上自由，正则地作用，定义了一个主纤维丛
(
Q, π, S = Q/G

)
[84]，映射π : Q → S称为投影映射。因此在一点x ∈ S的局部坐标邻

域U内，π−1(U)同胚于G × U。定义G的局部坐标为θa(a = 1, · · · ,m)，S的局

部坐标为xα(α = 1, · · · , r)，则速度局部写为vq = (ẋα, θ̇a)，动能局部写为：

K(vq) =
1

2
Mαβẋ

αẋβ +Mαbẋ
αθ̇b +

1

2
Mabθ̇

aθ̇b

=
1

2
(Mαβ −MαaM

abMbβ)ẋ
αẋβ +

1

2
Mab(θ̇

a +MacMcαẋ
α)(θ̇b +M bdMdβẋ

β).

根据(A.1)，速度vq 在局部坐标下分解为：

Vervq = (0, θ̇a +MabMαbẋ
α), (A.2)

Horvq = (ẋα,−MabMαbẋ
α).
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A.1. 受控拉格朗日函数方法介绍

当且仅当Mαb = 0时，Vervq = (0, θ̇a)，Horvq = (ẋα, 0)。直观上，上述分解将速

度沿群作用方向与形状方向分为两部分。

速度分解可以借助力学联络 [70]来表示。力学联络是一个垂直映射A :

TQ→ g，“垂直”是指该映射是线性的，且零化切向量的水平分量，即：

A(Horvq) = 0, A(vq) = A(Vervq) ∈ g, ∀vq ∈ TqQ.

由力学联络诱导的无穷小生成元 [70] A(vq)Q(q) 的局部坐标是(0, θ̇a +

MabMαbẋ
α)。对于任一切向量vq ∈ TqQ，力学联络给出其垂直分量Vervq对

应的李代数中的向量，而水平空间HqQ则由力学联络的核（kernel）空间给出。

基于速度分解，系统动能可以写成子空间上动能之和的形式：

K(vq) =
1

2
M(Horvq,Horvq) +

1

2
M(Vervq,Vervq). (A.3)

如果把等式(A.3)右端看成是在切空间TqQ上对动能“形状”的描述，动能整形

则具体体现为通过反馈改变切空间的分解以及作用在其上的度量。Bloch等学者

首先将切空间分解的受控改变用于动能整形。

定义 A.1: [48] 记τ : TQ→ g是一水平映射，即该映射是线性的，且零化切向量

的垂直分量，构形q处的τ -水平空间Horτ是由形如

Horτvq = Horvq − τ(vq)Q(q)

切向量构成的子空间，称vq 7→ Horτvq为τ -水平投影。类似地，由：

Verτvq = Vervq + τ(vq)Q(q)

确定的映射vq 7→ Verτ (vq)称为τ -垂直投影。

评注 A.2: 无穷小生成元τ(vq)Q(q) 是垂直空间中的切向量，虽然垂直投影经

过τ -修改而改变，但q处的垂直空间不变，仍为与G-轨道相切的子空间。

评注 A.3: 定义A.1实质是通过修改力学联络，改变了切空间的分解，目的是使

得整形后的动能仍具有子空间动能的可加性。根据水平映射τ零化垂直向量的性
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质，原力学联络A附加映射τ后仍是一个力学联络，记作Aτ = A + τ。τ -水平空

间正是Aτ的核空间，可用其来定义新的速度分解：vq = Horτvq + Verτvq.

为改变动能“形状”，需要在切空间上重新定义度量。动能整形归结为如

下三方面：

1、选择水平映射τ : TQ→ g，以改变切空间的分解；

2、改变作用在新的水平空间上的度量M →Mσ；

3、改变作用在垂直空间上的度量g →Mρ.

因此，动能(A.3)整形为：

Kc(vq) =
1

2
Mσ(Horτvq,Horτvq) +

1

2
Mρ(Verτvq,Verτvq). (A.4)

定义 A.4: [48] 根据(A.4)，定义受控拉格朗日函数（CL函数）：

Lc(vq) = Kc(vq)−
(
V (q) + Ṽ (q)

)
, (A.5)

其中Ṽ (q)是用于整形势能的人工势能函数。

为了便于反馈设计，往往希望在新的动能度量下，新定义的τ -水平空间与

垂直空间仍具有度量正交性。基于此，Bloch [48]对Mσ提出了两点假设：

1、在原水平空间HqQ上Mσ =M；

2、HqQ与VqQ是Mσ正交的，即满足：

Mσ(Horτvq,Horτvq) = M(Horvq,Horvq) +Mσ(τ(vq)Q(q), τ(vq)Q(q)).

在上述两个假设下，经过并不复杂的代数推导，文献 [48]证明了CL函数(A.5)可

写为：

Lc(vq) =
1

2
M
(
vq + τ(vq)Q(q),vq + τ(vq)Q(q)

)
+

1

2
Mσ

(
τ(vq)Q(q), τ(vq)Q(q)

)
+

1

2
ϖ
(

Verτ (vq),Verτ (vq)
)
− V ′(q), (A.6)

其中ϖ = (Mρ −M)，V ′(q) = V (q) + Ṽ (q).
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匹配是指选择能量整形参数τ,Mσ,Mρ, Ṽ，并构造反馈控制，使得闭环方程

与对应Lc的EL方程等价，即两者描述相同的动态过程。为确保反馈控制存在

（尤其在欠驱动情形下），参数τ,Mσ,Mρ, Ṽ 所必须满足的条件称为匹配条件。

为了使推导简洁，下面以矩阵形式紧凑地表示系统构型，度量等相关量。

记系统构形的局部坐标为：

q = [qk] =

(
[xα]

[θa]

)
,

式中各项指标为α = 1, · · · r, a = 1, · · · ,m, k = 1, · · · , n，其中r +m = n。系统

的动能度量矩阵（惯量矩阵）为：

M =

(
[Mαβ] [Mαb]

[Maβ] [Mab]

)
.

为便于区分，形状变量的指标使用希腊字母，群变量的指标使用英文字母。假

设控制仅施加在群变量上，则具有英文指标的变量表示其与控制直接相关。

假定一无外力欠驱动简单力学系统的EL方程为：

Mq̈ +Cq̇ +

(
[V,α]

[V,a]

)
=

(
0

[ua]

)
, (A.7)

其中矩阵C是对应惯量矩阵M 的哥氏力与离心力矩阵；V,a表示势能V关于变

量θa的偏导数。

如果能成功应用，CL法给出反馈控制ua(q, q̇)，以及一个形如(A.6)的CL函

数Lc，其对应的自由EL方程即为闭环方程：

Mcq̈ +Ccq̇ +

( [
V ′
,α

][
V ′
,a

] ) =

(
0

0

)
, (A.8)

其中闭环动能度量的矩阵Mc局部写为：

Mc =

(
[(Mτ,σ,ρ)αβ] [(Mτ,σ,ρ)αb]

[(Mτ,σ,ρ)aβ] [(Mτ,σ,ρ)ab]

)
, (A.9)
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式中各元素的下标τ, σ, ρ表示动能度量整形参数。矩阵Cc是对应惯量矩阵Mc 的

哥氏力与离心力矩阵，V ′ = V + Ṽ是经过整形的势能函数。

匹 配 即 选 择 参 数τ,Mσ,Mρ, Ṽ， 确 保 存 在 反 馈 控 制ua， 使 得 方

程(A.7)与(A.8)等价。由于方程(A.7)中显含控制ua，匹配同时也得到了控制

的函数形式。从闭环方程(A.8)中求解q̈，代入开环方程(A.7)中，可得：

(
0

[ua]

)
= MM−1

c

(
−Ccq̇ −

( [
V ′
,α

][
V ′
,a

] ))+Cq̇ +

(
[V,α]

[V,a]

)
. (A.10)

匹配的充要条件由方程组(A.10)前r个方程给出，这是关于参数τ,Mσ,Mρ, Ṽ 的

非线性偏微分方程组。求解该PDEs，获得匹配的闭环动能度量Mc与势能函

数Ṽ，进而求得能量整形控制ua。

匹配是CL法设计的核心。一般说来，求解PDEs是困难的。一些学者，

如 [42, 85–90]，以几何手段分析了匹配PDEs的可积性及其解的性质，试图得到

匹配条件可解及能量整形可镇定的判据。虽然目前只针对若干类简单力学系统

得到了相关判断条件，但这些以几何观点的研究加深了人们对能量整形本质的

理解。

另一方面，针对具体力学系统，在合理假设下，可以利用其结构性质简

化匹配条件。Bloch, Nair等学者 [44, 45, 48] 针对特定类力学系统，通过限制闭

环垂直动能度量Mρ的选取，使得匹配PDEs退化成常微分方程组或代数方程

组。Acosta [91, 92] 针对一类具有单个欠驱动变量的力学系统，同样实现了匹配

的无PDEs简化。Chang, Zenkov等学者 [46, 47, 93] 通过增加“力整形”控制，松

弛了匹配条件的约束，使得能够与原系统匹配的系统更广，并针对若干类力学

系统给出了一系列可匹配，可镇定判据。北京航空航天大学的李茂青博士 [94]

研究了欠自由度数为1的力学系统的CL法镇定设计，以及相应的匹配条件的求

解问题。

通常来讲，匹配的闭环动能度量与势能函数是一组关于参数τ,Mσ,Mρ, Ṽ的

函数，这些参数进而出现在能量整形反馈控制ua中，体现为控制增益。根据不

同的控制目标需要构造不同的闭环能量函数，这就需要从匹配的闭环动能度量

与势能函数中选取适合的参数，实质上正是控制增益的确定。

CL法的目标是镇定原系统一个不稳定的平衡点，比如(xα, θa, ẋα, θ̇a) =

(xαe , θ
a
e , 0, 0)；或者当群G是系统的对称群时，变量θa为原拉格朗日函数循环变
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量，需要镇定原系统一个不稳定的相对平衡点，比如(xα, ẋα, θ̇a) = (xαe , 0, θ̇
a
e ).

鉴于闭环系统是一个自由的拉格朗日系统，其能量Ec = Kc + V ′是守恒

的，可以作为李亚普诺夫函数，用于稳定性分析与镇定设计。利用匹配后参

数τ,Mσ,Mρ, Ṽ中任何富裕自由度，使得Ec在给定平衡点处取极值，可以判断闭

环系统在该平衡点处稳定 [68]。如果系统具有对称性，则可以找到更多的守恒

量，利用这些守恒量，以及闭环能量构造李亚普诺夫函数用于相对平衡点的稳

定性分析与镇定设计 [71]。

平衡点的渐近稳定性可以通过施加反馈阻尼获得。在受控方向上施加反馈

阻尼udiss
a 后，闭环方程为：

Mcq̈ +Ccq̇ +

( [
V ′
,α

][
V ′
,a

] ) = McM
−1

(
0[
udiss
a

] ) . (A.11)

由此可知闭环能量Ec满足：

d
dt
Ec = q̇

TMcM
−1

(
0[
udiss
a

] ) . (A.12)

假设Ec已在平衡点处取极小（大）值，选择反馈阻尼使得Ec非增（减），利

用LaSalle不变原理可以判断平衡点的渐近稳定性。

需要强调，力学系统所受的物理阻尼不一定总是对镇定有利。Woolsey

[95]经过研究发现，对于整形后闭环动能度量负定的力学系统，欠驱动方向上

的物理阻尼，如摩擦力，对镇定有利；而驱动方向的物理阻尼却起反镇定作

用，但可以通过设计反馈阻尼抵消该反镇定作用。因此CL法对力学系统中物理

阻尼产生的影响具有一定的鲁棒性。
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