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受控拉格朗日函数方法综述

吴 凡 1 耿志勇 1

摘 要 受控拉格朗日函数 (Controlled Lagrangians, CL) 方法是一种以能量观点设计简单力学系统镇定控制律的方法. 自

1997 年正式提出以来, CL 法在理论及应用上都得到了发展. 理论上包括研究 CL 法的可行性, 针对特定类系统简化 CL 法设

计, 利用 CL 法解决镇定之外的控制问题. 应用上主要是将 CL 法用于多种实际力学系统, 尤其是欠驱动力学系统的控制. 本

综述将介绍 CL 法的主要思想与理论; 回顾各控制研究团队所作理论与应用推广; 讨论关于 CL 法一些尚存的问题以及未来研

究方向.
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A Survey for Controlled Lagrangian Method
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Abstract The method of controlled Lagrangian (CL) has been developed to stabilize simple mechanical systems based

on energy shaping. Since the introduction of this controller design methodology in 1997, many theoretical developments

and practical applications have been reported in the literature. The theoretical developments include a series of criteria

for its applicability, special shortcuts that are useful when dealing with particular classes of systems, and the incorporation

of additional features to handle control scenarios other than just stabilization. On the application side, the method has

been applied to a wide variety of practical mechanical control systems, especially under actuated systems. The purpose

of this survey is to review the fundamental idea and theory of this controller design methodology, research developments

achieved by different research groups, as well as to discuss the current open problems and future research directions.
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“所有的线性系统总是相似的, 每个非线性系统
都呈现各自不同的非线性”, 一个控制学家可以如此
引用列夫·托尔斯泰. 非线性系统的控制律设计一
直是控制界研究的核心问题. 线性控制理论在线性
系统中的成功应用不可能在非线性系统的控制中重

现, 人们找不到可以处理各种非线性的通用的控制
律设计方法. 非线性力学系统是一类有明确物理背
景的非线性系统, 其动态行为与系统的能量直接相
关. 从能量的观点来考虑力学系统的控制, 常常能利
用系统本身的物理性质, 使控制律设计得到简化且
具有物理含义, 提高控制性能. 在力学系统镇定中常
用的耗散控制, 正是受启发于阻尼注入的思想.
简单力学系统, 其拉格朗日函数为动能减势能

(能量为动能加势能), 是一类有着广泛应用背景的
力学系统. 受控拉格朗日函数方法是一种针对简单
力学系统, 基于能量观点的控制律设计方法, 其通
过反馈赋予闭环系统新的能量函数, 同时保持系统

收稿日期 2011-05-16 录用日期 2011-10-24
Manuscript received May 16, 2011; accepted October 24, 2011
国家自然科学基金 (11072002, 10832006) 资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(11072002, 10832006)
本文责任编委 丛爽
Recommended by Associate Editor CONG Shuang
1. 北京大学湍流与复杂系统国家重点实验室 北京 100871
1. State Key Laboratory for Turbulence and Complex Systems,

Peking University, Beijing 100871

的拉格朗日结构, 这种思想称为 “能量整形 (Energy
shaping)”. 根据控制目标, 能量整形使得闭环能量
函数具有期望的性质. 以镇定为例, 一个最基本的要
求就是闭环能量函数在期望平衡点处取极值. 能量
整形最早由 Takegaki 等[1] 提出, 其利用反馈重塑势
能, 并用于机械臂的控制. 这种思想随后在哈密尔顿
框架下得到发展, Schaft[2] 使用辛几何研究了力学
系统的能量整形, 展示了几何力学在控制中的作用.
在拉格朗日框架下, Bloch 等[3] 使用黎曼几何研究

了能量整形, 针对一类欠驱动简单力学系统设计了
动能整形镇定算法, 将其命名为 “受控拉格朗日函数
(Controlled Lagrangians, CL) 方法”.

与传统的控制方法相比, 基于能量整形的 CL
法具有物理含义, 不依赖于一些纯粹技术上的方法,
如线性化、高增益控制等. CL 法利用而非抵消、压
制系统的非线性来辅助控制. 从已有镇定简单力学
系统实例来看 (从各类车 –摆实验系统到水下舰艇,
卫星等实际系统), 基于能量整形的镇定所获得的稳
定性在系统相空间的收敛域较其他方法都要大. 整
形后的闭环能量函数, 可以作为期望平衡点的李雅
普诺夫函数, 用于分析稳定性, 计算收敛域大小, 进
一步研究鲁棒稳定性.
对于全驱动简单力学系统, 利用 CL 法镇定是

容易的, 因为通过反馈可以任意整形能量, 从而镇定
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任意平衡点. 然而对于欠驱动系统, 企图通过反馈任
意整形能量是困难的. 因此, 不是所有的欠驱动系
统都可以由 CL 法镇定. CL 法能够成功应用的关
键在于找到一族可行的闭环能量函数, 即存在反馈
能构造出这些能量函数. 这归结为求解一组非线性
偏微分方程 (Partial differential equations, PDEs),
方程组的解给出了所有可行闭环能量函数, 只有其
中存在具有期望性质的能量函数, CL 法才能成功应
用. 求解 PDEs 是应用 CL 法不可回避的环节, 也
是限制其适用范围及推广的主要因素.
自从 1997年提出以来, CL法不断得到发展.在

理论上, 主要包括针对特定类系统简化 PDEs 的求
解[4]; 研究 CL 法的可行性[5−7]; 设法增加控制自由
度, 拓宽 CL 法适用范围, 并提高控制性能[8−9]; 以
及应用到镇定之外的控制问题, 如轨迹跟踪[10]; 协
调控制多个力学系统, 如姿态同步[11]、编队运动[12].
在应用上, CL 法的有效性及优点已在一系列用于
研究欠驱动控制的测试平台上得到成功验证, 如
Furuta 摆[13−14]、非完整车 –转子系统[15]、杂技机

器人 (Acrobat)、摆动机器人 (Pendubot)[16]. CL
法还应用到了内驱动空间飞船的姿态控制, 垂直起
降飞机的控制[17], 以及内置滑块驱动的水下舰艇控
制[18].

本文安排如下: 第 1 节给出 CL 法所需要的几
何力学知识; 第 2 节介绍 CL 法中的核心理论: 匹配
与镇定, 以及 CL 法在控制几类特定系统时有效的
设计简化途径; 第 3 节介绍 CL 法在协调控制多个
力学系统中的应用; 第 4 节讨论 CL 法的尚存问题
以及未来研究方向; 第 5 节总结全文.

1 预备知识

CL 法的理论基础是几何力学, 其中分析方法主
要来源于微分几何与李群理论. 我们假设读者了解
黎曼几何和李群中的基本概念, 仅概要介绍 CL 法
所需的预备知识, 涉及定义及符号参考文献 [19].

1.1 力学系统的拉格朗日描述

本文所考虑力学系统的构形空间为一有限

维光滑流形 Q, 维数是 n. 记 TQ, T ∗Q 分别

为 Q 的切丛和对偶切丛. 构形 q ∈ Q 的局部

坐标记为 (q1, · · · , qn); TQ 上的局部坐标记为

(q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n), 表示系统的一对构形/速
度; T ∗Q上的局部坐标记为 (q1, · · · , qn, p1, · · · , pn),
表示系统的一对构形/动量.
为描述力学系统的动能, 需要赋予构形流形

一个度量. Q 上一个黎曼度量 g 在每个 q ∈ Q

的切空间 TqQ 上定义了一个正定内积 ¿ ·, · À:

TqQ× TqQ → R, 对于任意 vq,wq ∈ TqQ,

¿ vq,wq À= g(vq,wq) = gij(q)viwj

式中, q = (q1, · · · , qn),vq = vi ∂
∂qi ,wq =

wj ∂
∂qj (i, j = 1, · · · , n). 本文使用 Einstein 求和

表示惯例, 即表达式中出现相同指标意味着针对该
指标求和. 度量张量 g 的局部坐标是一个 n 阶对称

矩阵 [gij(q)]. 以下我们直接用 [gij] 表示 g, 隐含度
量依赖于构形.
对于力学系统, 黎曼度量 g 代表了动能度量. 系

统在 vq 处的动能表示为

K(vq) =
1
2
g(vq,vq) =

1
2
gijv

ivj

动能度量在 TQ, T ∗Q 间诱导出两个映射, 将系统的
速度与动量联系起来. 定义 Flat 映射 g[ : TQ →
T ∗Q,

g(vq,wq) = 〈g[vq,wq〉, ∀vq,wq ∈ TqQ

其中, 〈·, ·〉 : T ∗q Q× TqQ → R 是切空间与对偶切空
间的自然偶对 (Natural pairing) 作用. g[ 与 g 具有

相同的矩阵表示 [gij]. 定义 Sharp 映射 g] : T ∗Q →
TQ 为 g[ 的逆映射,

〈pq,wq〉 = g(g]pq,wq), ∀pq ∈ T ∗q Q,wq ∈ TqQ

若 [gij] 可逆, g] 表示为 [gij]−1, 按惯例记作 [gij].
力学系统的拉格朗日函数是定义在切丛上的

实值函数 L : TQ → R. 如果其具有动能减势能
的形式 L = K − V , 则称为简单力学系统, 记作
(Q, g, V ).
根据哈密尔顿最小作用原理, 受控力学系统的

动力学方程由欧拉 –拉格朗日方程给出:

d
dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= F (q, q̇) + u (1)

其中, F : TQ → T ∗Q 代表系统所受非保守的广义
力, u : U → W ⊂ T ∗Q代表控制, U 是u的定义域,
W 描述了控制驱动结构. 当 dim(W ) < dim(T ∗Q)
时, 称系统是欠驱动的. CL 法研究如何利用反馈
u(q, q̇) : TQ → W 来改变系统行为.

当子对偶切丛 W 可积时 (指其零化子切丛
W⊥ ⊂ TQ 是 Frobenius 可积的), 可选取局部坐
标 (q1, · · · , qm, · · · , qn),m = dim(W ), 使得 W =
span{dq1, · · · ,dqm}, 则式 (1) 可写为

d
dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= Fi, i = m + 1, · · · , n

d
dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= Fj + uj, j = 1, · · · ,m (2)
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后续章节将针对形如式 (2) 的系统介绍 CL 法, 以便
于清晰地体现设计思路.

1.2 李群及对称性

李群作为一类特殊的流形, 具有丰富的结构性
质, 也是研究系统对称性的数学工具.
考虑一个力学系统, 李群 G 作用在构形流形 Q

上, 记作 Φ : G × Q → Q (有关李群及其作用的基
本概念可参见文献 [19] 第 5 章. 本文专用 G 表示

李群). 过 q ∈ Q 的群作用轨道, 即 G-轨道, 定义
为在群作用下从 q 能达到的所有构形组成的集合:
Orb(q) = {Φ(g, q) : g ∈ G}.
记 G 的李代数为 g, 任意 ξ ∈ g 由指数映射

exp : g → G 生成一个单参数子群 exp(tξ), t ∈ R.
通过群对流形作用, 该子群诱导出一个 Q 上的向量

场:

ξQ(q) =
d
dt

Φ
(
exp(tξ), q

)∣∣∣
t=0

, ∀q ∈ Q

称 ξQ 为对应 ξ 的无穷小生成元. 直观上, 无穷小生
成元描述的是系统沿群作用方向的无穷小运动.

一个力学系统关于 G 对称, 是指其拉格朗日函
数在 G-作用下不变, 即对任意 g ∈ G, (q, vq) ∈ TQ:

L (Φg(q), TqΦg(vq)) = L (q, vq)

式中, TqΦg 代表群作用 Φg(q) = Φ(g, q) 在 q 处的

切映射, 其局部表示是 Φ(g, q) 在 q 处的雅可比矩

阵.
在许多力学系统中, G-不变性等价于拉格朗日

函数不依赖于 G-变量 (G-轨道的局部坐标变量), 此
时又称系统关于 G-变量循环 (Cyclic). 具有李群对
称性的简单力学系统是 CL 法主要研究对象.

2 CL法介绍

2.1 能量整形的思想

我们借用一个简单实例[8] 来示意如何通过能量

整形实现镇定. 考虑一维实空间上的简单力学系统
(R, g = 1, V = βx2/2), β < 0, 拉格朗日函数为

L(x, ẋ) = K(x, ẋ)− V (x) =
1
2
ẋ2 − 1

2
βx2

系统的能量为 E(x, ẋ) = ẋ2/2 − βx2/2. 易见, 平
衡点 (xe, ẋe) = (0, 0) 对应动能的极小值, 势能的
极大值, 因此是一个不稳定的鞍点, 常见的倒立摆
即属于这类系统. 开环系统的受控欧拉 –拉格朗日
(Euler-Lagrangian, EL) 方程为

ẍ + βx = u (3)

假设存在一个反馈控制 u(x, ẋ), 使得闭环系统是对
应于如下拉格朗日函数的简单力学系统:

Lc(x, ẋ) = K(x, ẋ)− Vc(x) =
1
2
ẋ2 − 1

2
β̃x2, β̃ > 0

称式中 Vc 取代原势能 V 为势能整形. 平衡点
(xe, ẋe) 变为受控能量 Ec(x, ẋ) = ẋ2/2 + β̃x2/2
的极小点, 且能量 Ec 守恒, 因此稳定. 为了得到控
制律, 写出闭环 EL 方程: ẍ + β̃x = 0. 与式 (3) 对
比, 得到势能整形镇定控制 ups = (β − β̃)x.
类似地, 利用拉格朗日函数:

Lc(x, ẋ) = Kc(x, ẋ)−V (x) =
1
2

αẋ2−1
2
βx2, α < 0

可得动能整形镇定控制 uks = (β − β
α
)x.

下面, 我们针对一般简单力学系统, 尤其是在欠
驱动情形下, 介绍 CL 法如何通过能量整形实现镇
定.

2.2 受控拉格朗日函数

考虑一个简单力学系统 (Q, g, V ), 李群G 自由,
正则地作用在 Q 上, 称商空间 S = Q/G (即 G-轨
道的集合) 为形状空间. 为了理解 CL 法中的能量整
形, 有必要先描述系统的速度与动能.
在构形 q ∈ Q 处, 切向量 vq ∈ TqQ 可以分解

为两分量之和. 分量一与经过 q 的 G-轨道 Orb(q)
相切, 分量二与分量一度量 g-正交. 称 TqOrb(q)
为 TqQ 的垂直子空间, 记为 VqQ; 与其 g-正交的子
空间称为水平子空间, 记为 HqQ. 记切向量 vq 在

VqQ, HqQ 上的投影分别为 Vervq, Horvq, 对于任
意 vq,wq ∈ TqQ 有:

g(vq,wq) = g(Horvq,Horwq) + g(Vervq,Verwq)
(4)

式 (4) 唯一确定了切向量 vq 的分解:

vq = Horvq + Vervq

李群 G 在 Q 上自由, 正则地作用, 定义了一个
主纤维丛 (Q, π, S = Q/G), 其中映射 π : Q → S

称为投影映射. 在一点 x ∈ S 的局部坐标邻域 U
内, π−1(U ) 同胚于 G × U , 定义 G 的局部坐标

为 θa (a = 1, · · · ,m), S 的局部坐标为 xα (α =
1, · · · , r), 则速度局部表示为 vq = (ẋα, θ̇a), 动能局
部写为

K(vq) =
1
2
gαβẋαẋβ + gαbẋ

αθ̇b +
1
2
gabθ̇

aθ̇b =

1
2
(gαβ − gαag

abgbβ)ẋαẋβ +

1
2
gab(θ̇a + gacgcαẋα)(θ̇b + gbdgdβẋβ)



148 自 动 化 学 报 38卷

根据式 (4), vq 在局部坐标下分解为

Vervq = (0, θ̇a + gabgαbẋ
α) (5)

Horvq = (ẋα,−gabgαbẋ
α)

当且仅当 gαb = 0 时, Vervq = (0, θ̇a), Horvq =
(ẋα, 0). 直观上, 上述分解将速度沿群作用方向以及
形状方向分为两部分.
速度分解可以借助力学联络[20] 来表示. 力学联

络是一个垂直映射 A : TQ → g, “垂直” 是指该映
射是线性且零化切向量的水平分量:

A(Horvq) = 0,A(vq) = A(Vervq) ∈ g,∀vq ∈ TqQ

由力学联络诱导的无穷小生成元 A(vq)Q(q) 的
局部坐标是 (0, θ̇a + gabgαbẋ

α). 对于任一切向量
vq ∈ TqQ, 力学联络给出其垂直分量 Vervq 对应的

李代数中的向量, 水平空间 HqQ 则由力学联络的核

(Kernel) 空间给出.
基于速度分解, 系统动能可以写成子空间上动

能之和的形式:

K(vq) =
1
2
g(Horvq,Horvq) +

1
2
g(Vervq,Vervq)

(6)
如果把等式 (6) 右端看成是在切空间 TqQ 上对动能

“形状” 的描述, 动能整形则具体体现为通过反馈改
变切空间的分解以及作用在其上的度量. Bloch 首
先将切空间分解的受控改变用于动能整形.
定义 1[4]. 记 τ : TQ → g 是一水平映射, 即该

映射是线性且零化切向量的垂直分量. 构形 q 处的

τ -水平空间 Horτ 是由形如:

Horτvq = Horvq − τ(vq)Q(q)

切向量构成的子空间, 称 vq 7→ Horτvq 为 τ -水平投
影. 类似地, 由:

Verτvq = Vervq + τ(vq)Q(q)

确定的映射 vq 7→ Verτ (vq) 称为 τ -垂直投影.
注 1. 无穷小生成元 τ(vq)Q(q) 是垂直空间中

的切向量, 虽然垂直投影经过 τ -修改而改变, 但 q 处

的垂直空间不变, 仍为与 G-轨道相切的子空间.
注 2. 定义 1 实质是通过修改力学联络, 改变了

切空间的分解, 目的是使得整形后的动能仍具有子
空间动能的可加性. 根据水平映射 τ 零化垂直向量

的性质, 原力学联络 A 附加映射 τ 后仍是一个力学

联络: Aτ = A + τ . τ -水平空间正是 Aτ 的核空间,
用其来定义新的速度分解: vq = Horτvq + Verτvq.

为改变动能 “形状”, 还需在切空间上重新定义
度量. 动能整形归结为如下三方面:

1) 选择水平映射 τ : TQ → g, 改变切空间分
解;

2) 改变作用在新的水平空间上的度量 g → gσ;
3) 改变作用在垂直空间上的度量 g → gρ.
因此, 动能式 (6) 整形为

Kc(vq) =
1
2
gσ(Horτvq,Horτvq) +

1
2
gρ(Verτvq,Verτvq) (7)

定义 2[4]. 利用式 (7), 定义受控拉格朗日函数:

Lc(vq) = Kc(vq)−
(
V (q) + Ṽ (q)

)
(8)

其中, Ṽ (q) 是用于势能整形的人工势能函数.
为了便于反馈设计, 往往希望在新的动能度量

下, τ -水平空间与垂直空间仍具有度量正交性. 基于
此, Bloch[4] 对 gσ 提出了两点假设: 1) 在原水平空
间 HqQ 上 gσ = g; 2) HqQ 与 VqQ 是 gσ 正交的,
即:

gσ(Horτvq,Horτvq) = g(Horvq,Horvq) +

gσ

(
τ(vq)Q(q), τ(vq)Q(q)

)

在该假设下, 经过并不复杂的代数推导, Bloch 证明
了 CL 函数 (8) 可写为

Lc(vq) =
1
2
g
(
vq + τ(vq)Q(q),vq + τ(vq)Q(q)

)
+

1
2
gσ

(
τ(vq)Q(q), τ(vq)Q(q)

)
+

1
2
$

(
Verτ (vq),Verτ (vq)

)
− V ′(q) (9)

其中, $ = gρ − g, V ′(q) = V (q) + Ṽ (q).
总的说来, 动能整形就是通过反馈引入三组整

形参数来分别修改水平速度分量的指定、形状空间

上的动能度量以及群空间上的动能度量. 势能整形
就是通过反馈修改原势能函数. 因此, 能量整形共需
引入 4 组整形参数.

2.3 反馈整形镇定设计

CL 方法的目标是镇定系统不稳定的 (相对) 平
衡点, 其将期望的闭环系统构造成对应受控拉格
朗日函数 Lc 的自由简单力学系统, 从而闭环能量
Ec = Kc +V ′ 守恒. 以 Ec 为李雅普诺夫函数, 指导
整形参数的选取, 使得 Ec 在期望 (相对) 平衡点取
极值. 利用李雅普诺夫直接法[21], 可以判断闭环系
统在该 (相对) 平衡点处稳定.
综上, 反馈整形镇定设计包含两个含义: 1) 匹

配, 即选取整形参数, 使得闭环系统方程具有 EL 方
程形式; 2) 综合, 即选取匹配的整形参数, 使得闭环
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能量函数具备需要的性质. 下面, 首先介绍如何由受
控拉格朗日函数 Lc 构造期望的闭环系统.
记系统构形局部坐标为

q = [qk] =

[
[xα]
[θa]

]
, k = 1, · · · , n

为便于区分, 形状变量的指标使用希腊字母, 群变量
的指标使用英文字母. 假设控制仅施加在群变量上,
具有英文指标的变量表示其与控制直接相关.
对于无外力欠驱动简单力学系统, 式 (2) 写成:

M q̈ + Cq̇ +

[
[V,α]
[V,a]

]
=

[
0

[ua]

]
(10)

M 是动能度量 g 的矩阵表示, 称为惯量矩阵; C 是

对应M 的哥氏力与离心力矩阵; 势能 V 下标中的

逗号表示偏微分运算, V,a 表示 V 关于 θa 的偏导数.
若匹配成功 (下一节将专门介绍匹配), CL 方法

给出反馈整形控制 ua(q, q̇), 以及一个形如式 (9) 的
CL 函数 Lc, 其矩阵形式表示为

Lc =
1
2
q̇TMcq̇ − V ′(q)

CL 函数 Lc 对应的自由 EL 方程:

Mcq̈ + Ccq̇ +

[ [
V ′

,α

]
[
V ′

,a

]
]

=

[
0
0

]
(11)

即为受控闭环系统方程.
构造李雅普诺夫函数:

Ec =
1
2
q̇TMcq̇ + V ′(q)

在匹配的整形参数Mc, V ′ 中甄选, 使得 Ec 在给定

平衡点处取极值, 以满足稳定性的充分条件. 这即为
综合设计, 而整形参数的甄选正是反馈控制 ua 中控

制增益的确定.
对于具有对称性的力学系统, 除了能量这个守

恒量外, 还具有其他守恒量, 比如线动量、角动量守
恒. 李雅普诺夫函数可以构造成系统任何守恒量的
组合, 只要其满足守恒. 这就增加了李雅普诺夫函数
构造的自由度, 以便于综合设计.
平衡点的渐近稳定性可以通过施加反馈阻尼获

得. 在受控方向上施加反馈阻尼 udiss
a , 闭环方程为

Mcq̈ + Ccq̇ +

[ [
V ′

,α

]
[
V ′

,a

]
]

= McM
−1

[
0[

udiss
a

]
]

(12)
闭环能量 Ec 的变化率满足:

d
dt

Ec = q̇TMcM
−1

[
000[

udiss
a

]
]

(13)

若 Ec 已在平衡点处取极小 (大) 值, 选择反馈阻尼
使得 Ec 非增 (减). 一类候选的反馈阻尼可构造为

[udiss
a ] =

[
0m×r, Im×m

]
MM−1

c Rq̇

其中, r = dim[xα] 代表无控制直接施加的系统状态
变量个数. m = dim[θa] = n − r 代表控制直接施

加的系统状态变量个数. R 为定号的阻尼系数矩阵.
利用 LaSalle 不变原理可以判断平衡点的渐近稳定
性.
目前, 针对水下航行器、空间飞行器等实际力

学系统的镇定问题, CL 方法均获得了渐近稳定
性[4, 18, 22−23]. 本文作者在其基础上, 针对多个水
下航行器的协调控制, 也获得了协同运动的渐近稳
定性[24−25]. 李茂青针对欠驱动垂直起降飞机, 利用
CL 方法获得了几乎全局渐近稳定性[17].
需要强调, 系统所受物理阻尼不一定对镇定有

利. Woolsey[22] 研究发现, 对于整形后闭环动能度
量负定的系统, 欠驱动方向上的物理阻尼 (如摩擦
力) 对镇定有利. 而驱动方向上的物理阻尼却起反
镇定作用, 但可以被反馈阻尼抵消. 因此, CL 方法
对系统中存在的物理阻尼有一定的鲁棒性.

2.4 匹配

匹配是指选择能量整形参数Mc, V ′ 中的 τ , gσ,
gρ, Ṽ , 并构造反馈控制, 使得闭环方程与对应 Lc 的

EL 方程等价, 即两者描述相同的动态过程. 为确
保反馈控制的存在性 (尤其在欠驱动情形下), 参数
τ, gσ, gρ, Ṽ 所必须满足的条件称为匹配条件. 由
于方程 (10) 中显含 ua, 匹配同时也得到了反馈控制
律.
从闭环方程 (11) 中求解 q̈, 代入开环方程 (10)

中得:
[

0
[ua]

]
= MM−1

c

[
−Ccq̇ −

[ [
V ′

,α

]
[
V ′

,a

]
]]

+

Cq̇ +

[
[V,α]
[V,a]

]
(14)

匹配条件由方程组 (14) 前 r 个方程给出. 这是
关于参数 τ, gσ, gρ, Ṽ 的非线性偏微分方程组, 求
解这组 PDEs 获得匹配的闭环动能度量Mc 与闭环

势能函数 V ′, 进而由方程组 (14) 的后 m 行求得能

量整形控制 ua.

2.5 匹配的简化与求解

匹配是 CL 方法设计的核心. 一般说来, 求解
PDEs 是困难的. 一些学者[5, 7, 26] 以几何手段分析

了匹配 PDEs 的可积性及其解的性质, 试图得到匹
配条件可解及能量整形可镇定的判据. 虽然目前只
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针对若干类力学系统得到了相关判断条件, 但这些
从几何角度出发的研究加深了人们对能量整形本质

的理解.
另一方面, 针对具体力学系统, 在合理假设下,

可以利用其结构性质简化匹配条件. Bloch 等[4, 27]

针对特定类力学系统, 通过限制闭环垂直动能度量
gρ 的选取, 使得匹配 PDEs 退化成常微分方程组或
代数方程组. Viola 等[28] 和 Li 等[29] 针对一类具有

单个欠驱动变量的力学系统, 解决了匹配条件的求
解问题. Chang[30] 通过增加 “力整形”, 松弛了匹配
条件的约束, 使得能够与原系统匹配的系统更广, 并
针对若干类力学系统给出了一系列可匹配, 可镇定
判据.
本节将综述两类情形下匹配的简化与求解. 第

一类针对具有循环变量的力学系统进行对称性保留

的匹配, 目标是镇定系统的相对平衡点 (稳态运动);
第二类是打破对称性的匹配, 目标是镇定系统的平
衡点. 这两类情形所包括的力学系统涵盖了欠驱动
控制研究中的典型系统, 如平面/斜面上的车 –摆,
旋转臂 –倒立摆, 以及许多工程应用中的常见系统,
如内置驱动转子的飞船和水下航行器等系统.
2.5.1 具有循环变量的匹配

Bloch 等[3] 首先研究了一类具有直接受控循环

变量的力学系统的动能整形, 其拉格朗日函数可写
为

L(xα, ẋα, θ̇a) =
1
2
gαβẋαẋβ + gαbẋ

αθ̇b +
1
2
gabθ̇

aθ̇b − V (xα)

其中, 度量 g 与势能 V 均不依赖于 θa, 变量 θa 为 L

的循环变量.
Bloch 在动能整形中保留 θa-循环性, 以便于构

造反馈控制及后续的镇定设计. 利用 CL 函数 (9):

Lc(xα, ẋα, θ̇a) = L(xα, ẋα, θ̇a + τa
αẋα)+

1
2
σabτ

a
ατ b

βẋαẋβ+
1
2
$ab

(
θ̇a+(gacgcα+τa

α)ẋα
)
×

(
θ̇b + (gbdgdβ + τ b

β)ẋβ
)

(15)

σab, ρab 为度量矩阵 [gσ], [gρ] 中对应变量 θa 的元素,
$ab = ρab − gab, τa

αẋα 为 τ 的局部坐标.
利用 L 及 Lc 函数的 θa-循环性, 方程 (14) 可写

为
[

0
0

]
= MM−1

c

[
−Ccq̇ −

[ [
V ′

,α

]

0

]]
+

Cq̇ +

[
[V,α]
− [ua]

]
(16)

原则上, 方程 (16) 的上半部分确定了所有匹配
的闭环能量函数, 通过求解这组 PDE 以确定匹配条
件. 这种匹配方式的优点是整形参数的选择具有最
大自由度, 从而整形控制也具有最大自由度, 缺点是
需要求解 PDEs. 另一种很自然的想法就是牺牲整
形参数选择的自由度来简化 PDEs 的求解, 这种匹
配方式不可避免地带来控制律设计上的保守性. 由
于涉及到惯量矩阵, 势函数的偏微分, 通过选择整形
参数使得某些偏微分项, 以及难以处理项的系数为
零, PDEs 可退化成常微分方程组或代数方程组. 当
然, 这需要根据力学系统的结构特性加以确定.

Bloch 证明了如下 4 个充分条件确保存在欠驱
动控制 ua, 使得式 (16) 右端为零.

GM-1: τ b
α = −σabgbα;

GM-2: σbd(σad,α + gad,α) = 2gbdgad,α;
GM-3: $ab,α = 0;
GM-4: τ b

α,δ − τ b
δ,α + ρba$ac(ζc

α,δ − ζc
δ,α)−

ρbagac,δρ
cd$daζ

a
α − ρbagac,ατa

δ = 0,
ζa

α = gacgcα. 称 GM-1∼GM-4 为 “一般匹配条件”.
由于 L 与 Lc 都关于 θa 循环, 施加在 θa 上的

反馈控制 ua 计算如下:

ua =
d
dt

∂L

∂θ̇a
=

d
dt

{
(gab − ρab) θ̇b −

(
ρac

(
gcd − σcd

)
gdβ − gaβ

)
ẋβ

}
(17)

反馈控制 (17) 依赖于加速度项, 由于已获得对应 L,
Lc 的 EL 方程, 且两者匹配, 可以消去 ẍα, θ̈a 获得

仅需要反馈位置、速度的控制.
如果力学系统的开环动能度量满足一定条件,

通过选择适当能量整形参数, 可简化一般匹配条件.
整形方式 1: gρ = g.

一般匹配条件退化为如下三个充分条件, 称为
“第一匹配条件”[4]:

M-1: τa
α = −σabgbα;

M-2: σab(σbc,α + gbc,α) = 2gabgbc,α;
M-3: τa

α,β − τa
β,α − gabgbc,ατ c

β = 0.
在第一匹配条件下, 反馈控制 (17) 变为

ua = − d
dt

(gabσ
bcgcαẋα) (18)

若再对开环动能度量以及参数 σab, τ
a
α 作一些假

设, 第一匹配条件进一步简化为 “简化匹配条件”[4]:
SM-1: σab = σgab, σ 是常数;
SM-2: gab,α = 0;
SM-3: τ b

α = − 1
σ
gabgαa;

SM-4: gαa,β = gβa,α.
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在简化匹配条件下, 反馈控制 (18) 变为

ua =
1
σ

d
dt

(gαaẋ
α) (19)

满足简化匹配条件的力学系统是一类不受陀螺

力的系统, 如车 –摆, 球 –摆. 以车 –摆为例, 开环动
能度量满足 SM-2, SM-4, 按照 SM-1, SM-3 进行匹
配, 匹配 PDEs 简化为代数方程. 整形后动能度量
只含有一个参数 σ, 从控制角度讲, 这就是控制增益,
调节 σ 以满足镇定要求.
在整形方式 1 下, 以满足第一匹配条件 M-

1∼M-3 的受控力学系统为例, 反馈控制由式 (18)
给出, 其中 σab 为待设计控制参数, 以确保闭环系统
稳定性. Bloch 等[4] 给出如下稳定性的充分条件.
定理 1. 若函数:

1
2

(
gαβ + gaα(σab − gab)gbβ

)
ẋαẋβ + V (xα)

的海森阵在给定平衡点处定号, 则闭环系统在该平
衡点处稳定.
整形方式 2: ρab = gab − σab.

控制式 (17) 简化为 ua = d
dt

(
(ρab − gab)θ̇b

)
.

Woolsey 利用整形方式 2, 解决了旋转臂 –倒立摆的
镇定问题[17]. Euler-Poincaré 系统也适用于方式 2.
Euler-Poincaré 系统除了具有施加控制的循环变量,
其拉格朗日函数也不依赖于形状变量. 比如安装有
内驱转子的刚体系统, 构形空间为 Q = SO(3)×G,
前者代表刚体的姿态, 后者代表转子的角度. 系统的
拉格朗日函数既关于 G-循环, 又关于群 SO(3) 对
称. 目标是通过控制转子运动, 来控制刚体的姿态.
这与通过控制车的运动来镇定摆的位置的车 –摆系
统, 在驱动方式上构成互补. Euler-Poincaré 系统的
开环动能度量是定常的, 为了使闭环系统保留这种
性质, 动能整形参数 ρab 也选为常数. GM-1∼GM-
4 简化为 “Euler-Poincaré 匹配条件”[27]:

EP-1: τ b
α = −σabgbα;

EP-2: σab + ρab = gab, ρab 为常数.
在保留对称性的匹配情形下, 能实现相对平衡

点的镇定. 对于 θa 是循环变量的情形, 可以镇定相
对平衡点 (xα, ẋα, θ̇a) = (xα

e , 0, θ̇a
e ). 对于 Euler-

Poincaré 系统, 可以镇定相对平衡点 (ẋα, θ̇a) =
(ẋα

e , θ̇a
e ). 尽管稳态速度 ẋα

e , θ̇a
e 可以指定为零, 但

系统最终静止构形无法指定.
2.5.2 破坏对称性的匹配

为了镇定系统的平衡点, 需要利用势能整形打
破对称性. Bloch 等[23] 在开环系统不具有循环变量

的情形下, 研究了匹配及镇定问题.
Bloch 沿用开环动能度量 g 不依赖于 θa 的假

设, 但不再假设 ∂V
∂θa = 0, 并将假设 gρ = g 松弛为

gρ = ρgab, 其中 ρ 是常数. CL 函数写为

Lc(vq) = L̃(vq) +
1
2
(ρ− 1)gab

(
θ̇a + gacgαcẋ

α + τa
αẋα

)
×

(
θ̇b + gbdgβdẋ

β + τ b
βẋβ

)
− Ṽ (xα, θa) (20)

其中

L̃(vq) = L
(
xα, ẋα, θa, θ̇a + τa

αẋα
)
+

1
2
σgabτ

a
ατ b

βẋαẋβ

关于变量 θa 的开环 EL 方程为

d
dt

(
∂L

∂θ̇a

)
+

∂V

∂θa
= ua (21)

相应的闭环 EL 方程为

d
dt

(
∂Lc

∂θ̇a

)
+

∂V

∂θa
+

∂Ṽ

∂θa
= 0 (22)

在满足简化匹配条件 SM-1∼SM-4 的前提下, 可以
得到反馈控制:

ua = − d
dt

(gabτ
b
αẋα) +

ρ− 1
ρ

∂V

∂θa
− 1

ρ

∂Ṽ

∂θa
(23)

匹配条件应确保开环 xα-EL 方程:

d
dt

∂L

∂ẋα
− ∂L

∂xα
= 0 (24)

在控制式 (23)间接作用下, 与闭环 xα-EL方程 (25)
等价.

d
dt

∂Lc

∂ẋα
− ∂Lc

∂xα
= 0 (25)

Bloch 证明了 SM-1∼SM-4 及 PDEs 式 (26) 确保
匹配,

−
(

∂V

∂θa
+

∂Ṽ

∂θa

)(
− 1

σ
+

ρ− 1
ρ

)
gadgαd+

∂Ṽ

∂xα
= 0

(26)
而 PDEs 式 (26) 解 Ṽ 的存在性又等价于条件:

SM-5:
∂2V

∂xα∂θa
gadgβd =

∂2V

∂xβ∂θa
gadgαd

若 V (xα, θa) = V1(xα) + V2(θa), 则 SM-5 满
足. 而且在 SM-2 与 SM-4 下, Bloch 指出形状空间
S 的一个开子集 U 上总存在函数 h(xα) 满足:

∂ha

∂xα
=

(
ρ− 1

ρ
− 1

σ

)
gacgαc ×

ha(xα
e ) = 0
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选择新的构形局部坐标:

(xα, ya) =
(
xα, θa + ha(xα)

)

则任意函数 Ṽ (ya) 均是 PDEs 式 (26) 的解, 可作为
整形势能.以斜面上的车 –摆系统为例, SM-1∼SM-
5 满足, CL 方法可以实现摆向上竖直, 车停在斜面
上指定位置的镇定.

注 3. 上述两类情形下匹配的共同点是闭环系
统为自由拉格朗日系统. 若在闭环系统中引入保守
力, 闭环能量仍然守恒, 闭环动能度量及势能函数的
选择范围会更大. 对于满足一般匹配或简化匹配的
系统, 在闭环系统中引入适当陀螺力将增加控制自
由度, 可在镇定之外改善系统动态性能[8].

3 CL法在协调控制多个力学系统中的应用

近年来, 多个力学系统间的协调控制成为研究
热点, 其动机来源于实际工程应用. 比如利用多个带
有探测器的卫星构成编队, 进行外太空探测. 协调控
制目标是同步各卫星的运动, 使得多个探测器的共
同使用能大大提高探测精度. 在水下, 携带传感器的
无人航行器用于构建传感器网络, 采集洋流信息或
搜寻海底资源. 协调控制目标是实时控制各航行器
的相对位置与姿态, 使得整个传感器网络在动态的
外部干扰下 (如水流作用), 以及未知的外部环境中
能最优地采集有用信息.
在协调控制中, 力学系统间存在信息交互. 个

体根据接收信息 (如与邻近个体的相对构形、速度)
决策自身运动, 使得群体获得预期的协调行为 (如姿
态、速度同步、编队运动等). 针对由多个质点模型
构成的网络, 文献 [31] 等把研究重点放在个体间的
互联拓扑结构以及群体的协调行为上, 利用图论工
具将整个网络建模成有向图模型, 设计了一系列基
于一致性思想的协调控制算法, 解决了趋同、入编、
编队运动等协调问题.

如果协调目标涉及到相对姿态, 质点模型就勉
为其难了. 一些学者基于三维空间中的刚体模型,
开展了姿态协调研究, 比如卫星的姿态同步问题[32].
这类工作将卫星姿态局部参数化成欧拉角或姿态四

元素,利用主从 (Leader-follower)模式, 将姿态同步
问题转化为从对主的轨迹跟踪问题, 借助质点网络
模型的协调控制算法实现姿态同步. 然而这类工作
存在两个主要缺陷: 1) 卫星姿态的坐标表示不是唯
一的, 得到的协调控制存在奇异; 2) 控制没有充分
利用系统的姿态动力学特性, 存在控制代价大, 收敛
域小等问题.
为了利用力学系统的动力学特性, 发挥个体最

大机动性, 一些学者尝试着以能量的观点来研究协
调问题, 其依据是能量的加和性, 将存在信息交互的
多个力学系统看成是一个能量为个体能量之和的力

学系统 (如 EL 系统).
文献 [33] 首先采用动能整形研究了移动式机器

人编队的运动规划问题. 文中构造了编队的动能度
量, 可由一个参数修改. 该度量确定了一个路径优化
指标, 在该指标下, 编队不但能实现最短路径规划,
而且通过调节参数还能实现队形变化. 文献 [12] 研
究了刚体网络的协调运动, 作者在网络中引入仅依
赖于刚体间相对构形的人工势能, 其在同步姿态及
给定相对位置处取极值. 引入人工势能后的网络是
一个具有对称性的哈密尔顿系统, 作者证明了当个
体动力学稳定时, 网络动力学具有表征为协调运动
的相对平衡点, 并且是稳定的. 文献 [34] 将该结果
推广到个体含有不稳定动力学的情形, 主要策略是
利用动能整形镇定个体, 配合人工势能实现协调, 镇
定了水下舰艇群沿不稳定轴向的同步运动.
从物理上讲, 由控制引入的人工势能, 所起的作

用类似于在个体间施加了作用力与反作用力. 这样,
多个力学系统的动态行为变得与多体动力学相似,
协调控制因此转化为针对多体动力学的控制. 基于
能量整形 (如 CL 法) 的协调控制不涉及姿态的局部
参数化, 并能充分利用个体动力学特性, 具有大收敛
域.
利用 CL 法设计协调控制的特点是能够综合考

虑个体动力学与协调. 当个体动力学带有不稳定模
态或欠驱动时, 该特点尤显重要, 这在文献 [11] 中
得到体现. 该文研究了平面上车 –摆网络的同步控
制. 若独立考虑镇定与同步, 会利用 CL 法镇定单个
车 –摆系统, 再基于车的相对位置设计人工势能. 但
仿真结果表明, 如此得到的控制无法实现稳定同步.
实际上, 当作者针对整个车 –摆网络构造 CL 函数
时, 整形势能是同时依赖于车的相对位置与摆的相
对角度的函数, 结合车 –摆动能整形, 才能证明同步
运动的稳定性. 在许多工程应用中, 比如多个卫星的
姿态同步、多个无人机的协调运动规划, 个体动力学
的稳定性至关重要, 而且与群体协调性有着很强的
耦合. 利用 CL 法设计协调控制, 是解决这类问题的
一种有效方法.

根据已发表的文献, 利用 CL 法设计协调控制
主要集中在全驱动情形. 对于欠驱动情形, 目前只有
文献 [11]. 虽然 CL 法在镇定欠驱动力学系统中具
有独特优势, 但其可行性 (即匹配条件的可解性, 以
及解的稳定性), 尤其是能否应用到给定网络的协调
控制中是不容易判断的.
仍以平面上的车 –摆网络为例, 虽然单个车是

欠驱动的, 但是需要协调的变量 (车的相对位置) 是
控制直接作用的方向. 另外, 单个车 –摆系统满足简
化匹配条件, 可以猜测利用 CL 法设计协调控制是
可行的. 对于稍复杂的力学系统网络, 目前尚未见到
判断 CL 法可行的完备结果. 主要难点归结于欠驱
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动对可构造人工势能的限制. 文献 [6] 利用微分几何
工具研究了在动能整形完成后, 势能整形的可行性,
用公式表示为

g[
olg

]
cldVcl − dVol ⊂ W (27)

其中, gol, gcl 分别是开环与闭环动能度量, Vol, Vcl 分

别是开环与闭环势能函数, W 是控制丛代表控制驱

动方向. 在协调控制中, Vcl 包含人工势能, 关系式
(27) 表明只有当闭环势场力 (经过动能度量作用)
包含在由各个体的控制输入以及开环势场力构成的

对偶切丛内, 人工势能才能通过控制实现. 给定一
个力学系统网络, 根据协调目标以及式 (27), 能否构
造出可行的人工势能是 CL 法设计协调控制的关键.
考虑到协调中只关注相对构形, 与控制单个力学系
统相比: 1) 势能整形式 (27) 是否具有额外设计自由
度? 2) 如何利用额外自由度简化匹配设计? 目前针
对这两个问题还未见完备的解答, 需要进行深入研
究.

4 尚存问题及未来研究方向

关于 CL 法一些尚未解决的问题, 以及未来研
究方向包括:

1) 匹配条件的可解性及能量整形的可镇定性.
尽管针对特定力学系统, 许多研究表明可以找到
匹配的简化途径, 但是我们希望能通过研究匹配
PDEs, 深刻认识能量整形的本质, 从而能得到一个
更系统化的设计方法. 匹配条件可解并不意味着镇
定可实现, 只有其解集中存在满足稳定性条件的解,
才能得到相应的镇定控制, 这涉及到能量整形的可
镇定性判定. 最近的研究[7, 35−36] 已经开始关注这

一方向, 主要针对线性简单力学系统, 线性可控且具
有单个欠驱动变量的简单力学系统, 得到了可匹配,
可镇定的判据. 上述工作应用了仿射微分几何, 以
及偏微分方程的几何理论来分析能量整形中的匹配

PDEs. 对于一般简单力学系统, 如何利用这些几何
工具计算所有匹配的闭环动能度量、闭环势能函数,
并在闭环势能函数中寻找稳定解, 进而给镇定问题
一个完备的解集描述; 或给出匹配条件无镇定解的
判据, 都是尚未解决并值得深入研究的问题.

2) 跟踪. CL 法通常用于 (相对) 平衡点的镇定,
轨迹跟踪是 CL 法还未能有效解决的问题. Bloch
等[23] 尝试着使用 CL 法解决车 –摆系统的跟踪问
题, 设计思想是构造一个时变的势能函数, 使其极值
点跟踪期望轨迹, 将跟踪问题转化为镇定问题. 对于
期望轨迹的加速度为常值的情形, 相应的控制设计
得到简化, 仿真结果表明该设计思想的可行性. 类似
地, Zenkov 等[10] 通过构造时变 CL 函数, 研究了具
有对称性力学系统的匀加速轨迹跟踪问题. 针对实
际力学系统, Woolsey 等[37] 通过势能整形解决了一

类欠驱动水下航行器的轨迹跟踪问题. 但是, 针对一
般构形流形上的力学系统, 任意指定轨迹, 构造时变
CL 函数会涉及到流形上不同构形, 以及不同构形处
切向量的比较. 这不能通过简单的减法获得相差量,
可以借鉴 Bullo 等[38] 定义的误差函数以及传输映

射来刻画这些几何量的差别. Bullo[39] 考虑了全驱

动力学系统的轨迹跟踪, 欠驱动力学系统的轨迹跟
踪则更具挑战性. 利用 CL 法研究欠驱动力学系统
的跟踪问题是对 CL 法的重要推广.

3) 运动规划. Frazzoli 等[40] 首先提出了拼接相

对平衡点的运动规划思想, 这又给 CL 法提供了一
个镇定之外的应用方向. 力学系统的相对平衡点是
一种稳态运动 (匀速直线、圆周、螺旋运动等), 其特
点是不需要或仅需简单的控制就能维持, 是一种低
能耗的运动方式. Bhatta 等[41] 通过合理拼接水下

滑翔艇的若干稳态运动, 实现了给定路径的近似跟
踪, 其低能耗性适用于长期水下运动规划. Bhatta
的镇定、拼接设计依赖于特定对象, 若想推广到一般
力学系统, 可以考虑 CL 法, 关键技术在于实现相对
平衡点之间的切换. 一个自然的想法就是镇定每个
相对平衡点, 并使得切换前的相对平衡点位于切换
后相对平衡点的收敛域内. 另一种想法是在两个相
对平衡点间规划出一条轨迹, 以跟踪方式解决切换
问题. 力学系统的运动规划是一种带有漂移项的运
动规划, 这对规划轨迹的可行性提出了很高的要求.
相对平衡点之间的切换必须考虑漂移项的影响, 能
否在统一的 CL 法框架下实现相对平衡点的镇定与
切换, 是将 CL 法应用到运动规划中需要研究和解
决的问题.

4) 鲁棒性能分析. 主要是研究未建模动力学对
闭环系统性能的影响. Woolsey[22] 已经研究了能量

整形后闭环系统稳定性对物理阻尼影响的鲁棒性.
但对于未建模动力学, 尤其是未建模的欠驱动动力
学对闭环性能的影响还不清楚. 这方面研究将有助
于回答一个系统究竟可以欠驱动到什么程度仍能被

CL 法镇定的问题, 并将 CL 法推广到无穷维力学系
统 (比如柔性机械臂) 的控制.

5)研究CL法与其他能量整形控制方法的联系.
哈密尔顿框架下的能量整形控制设计方法: 互联及
阻尼分配的无源化 (Interconnection and damping
assignment passivity-based control, IDA-PBC) 控
制[42] 已应用到简单力学系统之外的物理系统 (电动
马达、感应发电机、功率整流器、磁悬浮系统、电力

系统等) 的控制[43−46]. 这主要是由于 IDA-PBC 是
针对端口受控的哈密尔顿系统提出的, 能够包含的
物理系统更广. 但从本质上讲, 哈密尔顿力学系统与
拉格朗日力学系统, CL 法与 IDA-PBC 法都是等价
的[47]. 深入研究 CL 法与 IDA-PBC 法在控制器综
合中的关联, 比如在受控闭环系统的结构与能量函
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数的构造方面, 在能量整形匹配条件的求解方面的
联系, 尝试将 CL 法应用延伸到广泛一类可由 EL 方
程描述的实际系统, 这既是验证, 又是促进 CL 法自
身发展的有效途径.

6) 探索 CL 法与最优控制的联系. 由于描述力
学系统动态行为的 EL 方程是通过对其拉格朗日函
数实施哈密尔顿最小作用原理得到的, 因此, CL 法
设计出的控制律具有在一定度量下的最优性. 如何
将这种思想体现在一般非线性系统的控制设计中是

一个值得思考的问题. 一般非线性系统不再具有能
量、动能度量、势能等概念, 我们需要构造一个既能
反映系统演化规律, 又能衡量一定性能指标的量, 称
之为待整形量, 并借此确定一个期望的动态系统作
为整形目标. 这类似于构造李亚普诺夫函数 (广义能
量函数) 进行镇定设计, 只是待整形量还应具有衡量
系统性能的功能. 构造待整形量没有通用的办法, 需
依靠我们对受控系统结构的认识和利用.

5 总结

本综述在几何力学框架下, 介绍了一种基于能
量观点的控制律设计方法: 受控拉格朗日函数方法;
列举了自提出至今, 各研究团队对 CL 法所作的多
方面理论及应用的推广; 讨论了 CL 法现存的问题,
以及未来研究方向.
每个非线性系统都是不同的, 虽然找不到通用

的控制律设计方法, 但可以摸索出科学的方法论来
指导设计. CL 法在控制简单力学系统中的成功应
用, 正体现了这样一种方法论, 它带领非线性系统
的控制从线性化、高增益时代步入了一个学会尊重、

利用, 并与非线性共存的时代.
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