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�. Lyapunov­½5

(I) )))éééÐÐÐ������ëëëYYY������555

���x = ϕ(t, τ, ξ)´́́ÐÐÐ���¯̄̄KKKµµµ
dx

dt
= f(t, x), x(τ) = ξ ���)))"""XXX

JJJf(t, x)333GSSSëëëYYY§§§���f(t, x)'''uuux÷÷÷vvvÛÛÛÜÜÜLipschitz^̂̂���§§§

KKKϕ(t, τ, ξ)������t, τ, ξ333ÙÙÙ���333������SSS´́́ëëëYYY���"""

eeex = ϕ(t, τ, ξ0)333kkk���«««mmmT1 ≤ t ≤ T2þþþkkk½½½ÂÂÂ§§§KKK���ξ¿¿¿©©©���

CCCξ0���§§§x = ϕ(t, τ, ξ)���333kkk���«««mmmT1 ≤ t ≤ T2 þþþkkk½½½ÂÂÂ§§§¿¿¿���

éééT1 ≤ t ≤ T2������///kkk

lim
ξ→ξ0

ϕ(t, τ, ξ) = ϕ(t, τ, ξ0)

555µµµkkk���«««mmm
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ÃÃÃ���«««mmm

~~~1
dx

dt
= x, x(τ) = ξ

������ÚÚÚ)))

ϕ(t, τ, ξ) = ξet−τ

333t ≥ τkkk½½½ÂÂÂ§§§���

|ϕ(t, τ, ξ)− ϕ(t, τ, 0)| = |ξ|et−τ

333t ≥ τþþþÃÃÃ...§§§ØØØ+++|ξ|õõõooo���"""£££τ������ÐÐÐ���ξ���CCCÐÐÐ���0¤¤¤
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½½½ÂÂÂ1:£££)))x = ϕ(t, τ, ξ0)333Lyapunov¿¿¿ÂÂÂeee­­­½½½¤¤¤

bbb���)))x = ϕ(t, τ, ξ0)uuut ≥ τþþþkkk½½½ÂÂÂ§§§XXXJJJééé∀ε > 0, ÑÑÑ

kkkδ > 0§§§������|ξ − ξ0| < δ§§§)))x = ϕ(t, τ, ξ) 333t ≥ τþþþkkk½½½ÂÂÂ§§§���

|ϕ(t, τ, ξ)− ϕ(t, τ, ξ0)| < ε, t ≥ τ

KKK¡¡¡)))x = ϕ(t, τ, ξ0)´́́­­­½½½���"""ÄÄÄKKK´́́ØØØ­­­½½½���"""

~~~. '''������§§§
dx

dt
= −x���

dx

dt
= x""")))���­­­½½½555.
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½½½ÂÂÂ2µµµ£££ììì???­­­½½½¤¤¤XXXJJJx = ϕ(t, τ, ξ0)´́́­­­½½½���§§§¿¿¿������

333δ0 > 0, ¦¦¦���������|ξ − ξ0| < δ0§§§ÒÒÒkkk

lim
t→∞

(ϕ(t, τ, ξ)− ϕ(t, τ, ξ0)) = 0

KKK¡¡¡)))x = ϕ(t, τ, ξ0)´́́ììì???­­­½½½���"""

½½½ÂÂÂ3µµµ£££���ÛÛÛììì???­­­½½½¤¤¤XXXJJJx = ϕ(t, τ, ξ0)´́́­­­½½½���§§§¿¿¿���ééé

uuu∀ξ ∈ Rn§§§kkk

lim
t→∞

(ϕ(t, τ, ξ)− ϕ(t, τ, ξ0)) = 0

KKK¡¡¡)))x = ϕ(t, τ, ξ0)´́́���ÛÛÛììì???­­­½½½���"""
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5551µµµØØØ���������555§§§ééé���§§§x′ = f(t, x)§§§���bbb���f(t, 0) = 0§§§

===x = 0´́́)))"""ÄÄÄKKK���""")))���­­­½½½555���===zzz���,,,������§§§""")))���­­­½½½

555"""

���CCC���µµµx = y + ϕ(t, τ, ξ0)§§§KKK

dy

dt
= f(t, y + ϕ(t, τ, ξ0))− f(t, ϕ(t, τ, ξ0)) = F (t, y).

ddd���§§§kkk)))y = 0.
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5552£££""")))­­­½½½¤¤¤XXXJJJééé∀ε > 0, ���333δ > 0§§§������|x0| < δ���§§§

)))x = ϕ(t, t0, x0) 333t ≥ t0þþþkkk½½½ÂÂÂ§§§���

|ϕ(t, t0, x0)| < ε, t ≥ t0

KKK¡¡¡""")))´́́­­­½½½���"""ÄÄÄKKK´́́ØØØ­­­½½½���"""

5553£££""")))ììì???­­­½½½¤¤¤XXXJJJ""")))´́́­­­½½½���§§§¿¿¿������333δ0 > 0, ¦¦¦���

������|x0| < δ§§§ÒÒÒkkk

lim
t→∞

ϕ(t, t0, x0) = 0

KKK¡¡¡""")))´́́ììì???­­­½½½���"""
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ẋ = Ax""")))���­­­½½½555"""

ẋ = A(t)x""")))���­­­½½½555"""

ẋ = f(t, x)""")))���­­­½½½555"""ÙÙÙ""")))­­­½½½555������555zzzXXXÚÚÚ""")))­­­½½½

555���mmm���'''XXX"""
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�. U�gCq(½­½5

���§§§|||x′ = Ax���""")))­­­½½½555µµµ

½½½nnn1 ���§§§|||x′ = Ax���""")))

(1) ´́́ììì???­­­½½½���£££¢¢¢SSSþþþ´́́���ÛÛÛììì???­­­½½½���¤¤¤§§§������===���A������ÜÜÜ

AAA������ÑÑÑkkkKKK���¢¢¢ÜÜÜ¶¶¶

(2) ´́́­­­½½½���§§§������===���A������ÜÜÜAAA���������¢¢¢ÜÜÜ´́́���������§§§¿¿¿���@@@




¢¢¢ÜÜÜ���"""���AAA������¤¤¤éééAAA���eee���¬¬¬ÑÑÑ´́́���������¶¶¶

(3) ´́́ØØØ­­­½½½���§§§������===���A���AAA������¥¥¥������kkk������¢¢¢ÜÜÜ������§§§½½½ööö

������kkk������¢¢¢ÜÜÜ���"""§§§


§§§¤¤¤éééAAA���eee���¬¬¬´́́pppuuu���������"""
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���½½½A���AAA������¢¢¢ÜÜÜ���KKK������{{{µµµ

···KKK1 ���

P (λ) = |λI −A| = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ + an

´́́���¢¢¢XXXêêêõõõ���ªªª"""PPPD1 = a1,

Dk = det



a1 a3 a5 · · · a2k−1

1 a2 a4 · · · a2k−2

0 a1 a3 · · · a2k−3

0 1 a2 · · · a2k−4

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · ak


, k = 2, · · · , n,
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ÙÙÙ¥¥¥ai = 0, i > n§§§KKKP (λ) = 0¤¤¤kkk������¢¢¢ÜÜÜþþþ���KKK���������===

���Dk > 0§§§k = 1, · · · , n§§§¿¿¿���ai > 0, i = 1, · · · , n"""

£££ai > 0´́́A­­­½½½���777���^̂̂���¤¤¤"""

~~~1µµµP (s) = s2 + a1s + a2´́́Hurwitz­­­½½½õõõ���ªªª���^̂̂���"""

~~~2µµµP (s) = s3 + a1s
2 + a2s + a3´́́Hurwitz­­­½½½õõõ���ªªª���^̂̂���"""
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���§§§|||x′ = A(t)x���""")))­­­½½½555µµµ

½½½nnn2 ���Φ(t)´́́���§§§|||x′ = A(t)x ���������ÄÄÄ���)))ÝÝÝ


"""KKKÙÙÙ""")))

(1) ´́́­­­½½½���§§§������===���Φ(t)uuut ≥ 0þþþkkk...¶¶¶

(2) ´́́ììì???­­­½½½���£££¢¢¢SSSþþþ´́́���ÛÛÛììì???­­­½½½���¤¤¤§§§������===���

lim
t→+∞

Φ(t) = 0

���ÏÏÏµµµx(t, t0, x0) = Φ(t)Φ−1(t0)x0
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���§§§|||///ªªªµµµ

dx

dt
= f(t, x) = A(t)x + R(t, x), f(t, 0) = 0. (1)

���gggCCCqqq���§§§|||µµµ
dx

dt
= A(t)x (2)

bbb½½½µµµ

(1) A(t)uuut ≥ τþþþëëëYYY§§§R(t, x)uuut ≥ τ, |x| < HþþþëëëYYY§§§���'''uuux÷÷÷vvv

ÛÛÛÜÜÜLipschitz^̂̂���"""

(2) R(t, 0) = 0§§§���ééé������t ≥ τ������///kkk

lim
|x|→0

R(t, x)
|x|

= 0 (3)
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���§§§|||x′ = Ax + R(t, x)���""")))­­­½½½555µµµ

½½½nnn3 ���A(t)´́́~~~êêêÝÝÝ


A§§§R(t, x)÷÷÷vvv^̂̂���(3)"""

(1) eeeA������ÜÜÜAAA������ÑÑÑkkkKKK���¢¢¢ÜÜÜ§§§KKK���§§§|||(1)���""")))´́́ììì???­­­½½½

���¶¶¶

(2) eeeA���AAA������¥¥¥������kkk������äääkkk������¢¢¢ÜÜÜ§§§KKK���§§§|||(1)���""")))´́́

ØØØ­­­½½½���"""

() December 24, 2014 15 / 22



�. U�gCq(½­½5

(1) x(t) = eA(t−t0)x0 +
∫ t
t0

eA(t−s)R(s, x(s))ds.

(2) ∃K > 0, α > 0, ���t ≥ t0���kkk

||eAt|| ≤ Ke−αt.

(3) ∃δ > 0§§§���||x|| ≤ δ§§§t ≥ t0���kkk

||R(t, x)|| ≤ ε||x||, ε <
α

K

(4) ���||x0|| ≤
δ

K + 1
§§§���t− t0¿¿¿©©©������§§§||x(t)|| < δ"""
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���÷÷÷vvv||x(t)|| < δ���mmm111)))���������«««mmm���[t0, t1)§§§KKKééét ∈ [t0, t1),

|||^̂̂BellmanØØØ���ªªªkkk

eαt||x(t)|| ≤ K||x0||eαt0eεK(t−t0)

||x(t)|| ≤ K||x0||e−(α−εK)(t−t0) < δ

|||^̂̂òòòÐÐÐ½½½nnn���t1 = +∞§§§uuu´́́""")))­­­½½½���x(t) → 0, t →∞.
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5554 A���AAA������kkk¢¢¢ÜÜÜ���"""§§§���vvvkkk���AAA������������///§§§ØØØUUUÏÏÏLLL

���gggCCCqqq555(((½½½(1) """)))���­­­½½½555§§§ÀÀÀäääNNN���¹¹¹


½½½"""

() December 24, 2014 18 / 22



�. U�gCq(½­½5

~~~2 ???ØØØ���§§§|||
dx

dt
= −y + σ(x3 + xy2)

dy

dt
= x + σ(x2y + y3)

""")))���­­­½½½555§§§ÙÙÙ¥¥¥σ´́́~~~êêê§§§������−1, 0, 1.

���gggCCCqqqXXXêêêÝÝÝ


���AAA���������±i§§§ØØØUUU^̂̂½½½nnn3"""

111���������§§§¦¦¦±±±x§§§111���������§§§¦¦¦±±±y§§§,,,������\\\������µµµ

d

dt
(x2(t) + y2(t)) = 2σ(x2(t) + y2(t))2

���x(t), y(t)÷÷÷vvvÐÐÐ©©©^̂̂���x(0) = x0, y(0) = y0§§§KKKkkk

x2(t) + y2(t) =
x2

0 + y2
0

1− 2σ(x2
0 + y2

0)t
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(i) ���σ = −1���§§§""")))���ÛÛÛììì???­­­½½½¶¶¶

(ii) ���σ = 0���§§§""")))­­­½½½¶¶¶

(iii) ���σ = 1���§§§""")))ØØØ­­­½½½"""

���ÏÏÏµµµ

σ = −1µµµx2(t) + y2(t) =
x2

0 + y2
0

1− 2σ(x2
0 + y2

0)t
≤ x2

0 + y2
0.

���t → +∞���§§§x2(t) + y2(t) <
1
2t
→ 0.

σ = 1 : ∃ε0 =
1
3

§§§ééé∀δ > 0,∃x0 = y0 =
δ

2
,∃t1 =

1− δ2

δ2

¦¦¦���µµµx2(t1) + y2(t1) =
1
2

> ε0.
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~~~3 ���½½½���§§§|||

x′ = y, y′ = −y − sinx

""")))���­­­½½½555"""

���gggCCCqqqXXXÚÚÚµµµ

x′ = y, y′ = −y − x
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P142: 1£££­­­½½½!!!���ÛÛÛììì???­­­½½½������///¤¤¤¶¶¶2.

P146: 2(1); 3.
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