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2.3 Hurwitz Ý
�Hurwitz­½5

~Xê�5XÚ
ẋ = Ax (1)

ìC­½⇔ Λ(A) ⊂
◦
C .

=AéA�A�õ�ªµϕ(s) = Det(sI −A) = 0 ��þäK¢Ü.

R[s]§C[s]: ©OL«Xê�¢ê�Eê�õ�ª�.

½½½ÂÂÂ2.3.1 f(s) ∈ R[s](½C[s])¡�Hurwitz­½õ�ª
½Hurwitzõ�ª§X�

(∀s|f(s) = 0) : Res < 0 (2)

Hurwitzõ�ª��NP�H[s]½{P�H.
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�f(s) ∈ R[s]§Kf(s)���©)�

f(s) = h(s2) + sg(s2) (3)

Ù¥h§gü�õ�ªþä¢Xê"
-s = jω§Kk

f(jω) = h(−ω2) + jωg(−ω2) (4)

Ù¥h(−ω2) = Ref(jω)§ωg(−ω2) = Imf(jω)"
P

f(s) = αnsn + αn−1s
n−1 + · · ·+ α1s + α0 (5)

�Ù��λ1, · · · , λn§K

f(s) = αn

n∏
i=1

(s− λi) (6)

Ø��αn > 0§�αn = 1�¡éAõ�ª�Ä�õ�ª.
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�ω÷¢¶Cz�§éA�f(jω)3E²¡þxÑ�^­�"
^4ω2

ω1
arg f(jω)LE�þf(jω)�ωdω1C�ω2L§¥éAE�þ

�7�:×L�o�Ý"

4+∞
−∞ arg f(jω) =

n∑
i=1

4+∞
−∞arg(jω − λi) (7)

½½½nnn2.3.1 �f(s) ∈ R[s] �αn > 0§Keã�dµ
1◦ f(s) ∈ H;
2◦ ∆+∞

−∞ arg f(jω) = nπ;
3◦ h(s), g(s)�äKü¢�§-§�©O�

h(s)��: ul < ul−1 < · · · < u1 < 0
g(s)��: vm < vm−1 < · · · < v1 < 0

�l − 1 ≤ m ≤ l§¿kui > vi > ui+1, i = 1, 2, · · ·
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yyy²²²ggg´́́µµµ
1◦ ⇒ 2◦µ f(s) ∈ H ⇒ (∀i) : Reλi < 0.

4+∞
−∞ arg(jω − λi) = π (−π/2 → π/2)

|^(7) �2◦¤á"
2◦ ⇒ 3◦µ

(i) f(jω)3E²¡þ'u¢¶é¡§K2◦�du

4+∞
0 arg f(jω) = nπ/2

(ii) dαn > 09 lim
ω→∞

arg f(jω) = arg(j)n = nπ/2��arg f(0) = 0"

(iii) d4+∞
0 arg f(jω) = nπ/29(4) �f(jω)�ã/������g�J

¶!¢¶��"u´g(s)�h(s)��7p�m�§�

ddeg h(s) = [n/2]§Kh(s), g(s)��þ�ü�"
(iv) f(jω) = h(−ω2) + jωg(−ω2)�g�J¶!¢¶��§u

´h(s), g(s)��þ�K¢ê§3◦¤á"
3◦ ⇒ 1◦§w,. �
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¡÷v3◦�ü�õ�ªh(s), g(s)��õ�ªé"
íííØØØ2.3.1 �õ�ªf(s) ∈ R[s]§Kf(s) ∈ H��=
�f(s) = h(s2) + sg(s2) éA�üõ�ªh(s), g(s) |¤�õ�ª
é"
½½½nnn2.3.2 (Hurwitz½n) �f(s) ∈ R[s]§Kf(s) ∈ H��=�
df(s)Xêü¤�eãHurwitzÝ
:

Hf =


αn 0 0 · · · · · · · · · · · ·

αn−2 αn−1 αn · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · · · · α0 α1 α2

0 0 · · · · · · 0 0 α0

 (8)

���^SÌfª��"Ù¥

(∀k < 0,∀k > n) : αk = 0
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ÚÚÚnnn2.3.1 �f(s) ∈ R[s]§n = deg f(s)�

(∀ω ∈ R) : f(jω) 6= 0 (9)

Kf(s) ∈ H��=�

(∀γ > 0) : F (s) = (s + γ)f(s) + sf∗(s) ∈ H (10)

Ù¥f∗(s) = (−1)nf(−s)"
yyy²²²ggg´́́µµµ -

Fµ(s) = (s + γ)f(s) + µsf∗(s) (11)

K
1◦ f(s) ∈ H��=�F0(s) ∈ H;
2◦ F1(s) = F (s);
3◦ (∀µ ∈ [0, 1]) : deg Fµ(s) = n + 1;
4◦ (∀ω ∈ R)(∀µ ∈ [0, 1]) : Fµ(jω) 6= 0.
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y4◦µ
XJ(∃ω ∈ R)(∃µ ∈ [0, 1])¦Fµ(jω) = 0§Kd

(jω + γ)f(jω) + jµωf∗(jω) = 0

�í� ∣∣∣∣ jµω

jω + γ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f∗(jω)
f(jω)

∣∣∣∣ = 1

l
k

(∃ω ∈ R)(∃µ ∈ [0, 1]) :
µ2ω2

ω2 + γ2
= 1

gñ§�4◦¤á"
ÏFµ(s) ��´µ�ëY¼ê§bXF1(s) = F (s)km�²¡�§K
�½�3µ0 ∈ (0, 1)9ω0 ¦�Fµ0(jω0) = 0£BLJ¶¤§�4◦g
ñ"Ïdf(s) ∈ H��=�F1(s) = F (s) ∈ H.
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ÚÚÚnnn2.3.2 -

q(s) = sn+1 + γnsn + · · ·+ γ1s + γ0 ∈ R[s], q∗(s) = (−1)n+1q(−s).

b�γn > 0§�

(∀ω ∈ R) : q(jω) 6= 0

Kq(s) ∈ H��=�ngõ�ª

p(s) = −(s− 2γn)q(s) + sq∗(s) ∈ H (12)

yyy²²² |^Ún2.3.1§�γ = 2γn§f(s) = p(s)§K

F1(s) = p(s)(s + 2γn) + sp∗(s) = 4γ2
nq(s)

qdq(jω) 6= 0§K(∀ω ∈ R) : p(jω) 6= 0. ÄK§

p(jω) = 0 ⇒
∣∣∣∣ jω

jω − 2γn

∣∣∣∣ = 1 (13)

gñ§dÚn2.3.1�(Ø¤á"
() March 12, 2019 9 / 22



Hurwitz Ý
�Hurwitz­½5

½½½nnn2.3.2���yyy²²² æ^8B{©

n = 1�§w,¤á.

�½n3n�¤á§�Än + 1���/"
�Ä�n + 1gõ�ª£Ø��Ä�Xê�1¤

q(s) = sn+1 + γnsn + · · ·+ γ1s + γ0

éA�HurwitzÝ
�

Hq =


1 0 0 0 0 · · ·

γn−1 γn 1 0 0 · · ·
γn−3 γn−2 γn−1 γn 1 · · ·
γn−5 γn−4 γn−3 γn−2 γn−1 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·


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-
p(s)=−(s− 2γn)q(s) + sq∗(s)
=2

[
γ2

nsn + (γnγn−1 − γn−2)sn−1 + γnγn−2s
n−2 + (γnγn−3

−γn−4)sn−3 + γnγn−4s
n−4 + · · ·

]
éA�HurwitzÝ
�

Hp = 2


γ2

n 0 0 · · ·
γnγn−2 γnγn−1 − γn−2 γ2

n · · ·
γnγn−4 γnγn−3 − γn−4 γnγn−2 · · ·
γnγn−6 γnγn−5 − γn−6 γnγn−4 · · ·
· · · · · · · · · · · ·


Hq�^SÌfª��⇔Hp�^SÌfª��,
q(s) ∈ H��=�p(s) ∈ H £Ún2.3.2¤,
p(s) ∈ H⇔Hp^SÌfª��(8B{b½),
⇒ q(s) ∈ H⇔Hq ^SÌfÝ
��,
=½n3n + 1�½¤á"½n2.3.2�y"
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½½½nnn2.3.3(Routh ½½½nnn) éf(s) ∈ R[s]§Kf(s) ∈ H��=�
eãRouth �L�1����.

Routh � L

γ11 = αn γ12 = αn−2 γ13 = αn−4 · · ·
γ21 = αn−1 γ22 = αn−3 γ23 = αn−5 · · ·
γ31 = γ12 − ρ1γ22 γ32 = γ13 − ρ1γ23 · · · ρ1 =

γ11

γ21

γ41 = γ22 − ρ2γ32 γ42 = γ23 − ρ2γ33 · · · ρ2 =
γ21

γ31

γ51 = γ32 − ρ3γ42 γ52 = γ33 − ρ3γ43 · · · ρ3 =
γ31

γ41

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
yyy²²²ggg´́́µµµ

(i) é(8)ª(½�Hf ��Ð�C�£1na¤§òHf z¤��en�
Ý
"

(ii) N´y²§Hf �^SÌfªþ���=�¤z¤�en�Ý
é
��þ�§��=�Routh�L�1���þ�"
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~~~2.3.1 �Än�õ�ª

f(s) = α3s
3 + α2s

2 + α1s + α0

Kf(s) ∈ H��=�

αi > 0, i = 0, 1, 2, 3
α1α2 > α0α3

éu��ngõ�ª§eαn > 0§Kk

f(s) ∈ H ⇒ αi > 0, i = 0, 1, 2, · · · , n (14)

(14)ª´­½õ�ª���~^�7�^�"XÛæ^αi�{üØ

�ª5�½f(s) ∈ Hº
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éõ�ª�HurwitzÝ
Hf §f(s)äk©)ª

f(s) = h(s2) + sg(s2)

-(±n = 2k, αn 6= 0�~)

R(h, g) =

Det



α2k α2k−2 α2k−4 · · · α0 0 0 · · · · · ·
α2k α2k−2 · · · α2 α0 0 · · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · · α4 α2 α0

α2k−1 α2k−3 · · · α3 α1 0 · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · · α5 α3 α1 0


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N´y²:

(1) h(s)�g(s)kú����=� R(h, g) = 0 .

(2) DetHf = 0 ��=� R(h, g) = 0 ½ α0 = 0

ddÒk
½½½nnn2.3.4 f(s) ∈ R[s]§KDetHf = 0��=�eã�ö��k

��u)
1◦ f(0) = 0 ½ α0 = 0
2◦ h(s)�g(s)kú��.
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íííØØØ2.3.2 f(s) ∈ R(s)§Kf(s)ä"¢Ü��7�^�

´DetHf = 0.
yyy²²²ggg´́́ ©ü«�/µ
1◦ f(0) = 0 Kα0 = 0 u´DetHf = 0.
2◦ f(jω) = 0, ω 6= 0 ddkh(−ω2) = g(−ω2) = 0§L²h(s)
�g(s)kú��−ω2§l
R(h, g) = 0§u´DetHf = 0. �

~~~2.3.2

(i) f(s) = s3 + s2 + s + 1§
DetHf = 0§f(s) = 0���±j �−1.

(ii) f(s) = s3 + s2 − s− 1§
DetHf = 0§f(s) = 0���1, 1,−1.

��~L²DetHf = 0�7�yf(s)k"¢Ü�. d�h�g�m�

3ú��.
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(∀s ∈ C) : Res < 0 ��=� Re
1
s

< 0

íííØØØ2.3.3 f(s) ∈ R[s]§Kf(s) ∈ H��=�snf(
1
s
) ∈ H.

£f(s) = anΠn
i=1(s− λi), snf(1

s ) = anΠn
i=1(1− λis)¤

½½½nnn2.3.5 (Orlandoúª) �f(s) ∈ C[s]§K

4̃n−1 = (−1)
n(n−1)

2 αn−1
n

∏
i<k≤n

(si + sk) (15)

Ù¥si´f(s) ��§4̃n−1 ´H̃f �cn− 1�Ìfª§
H̃f ´Hf Ø
�Ä1Ä�{e�n��
.

555: dOrlandoúª§�f(s)ä"¢Ü��§d
uDetH̃f = α04̃n−1§K��íØ2.3.2¤á"
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�Ä�ëêµ�õ�ªx

Fµ = f0 + µf1 (16)

KéA�HurwitzÝ
k

HF = Hf0 + µHf1

XJf0 ∈ H§�deg f1 ≤ deg f0§Kµ3¿©��kFµ ∈ H"

Det[Hf0 + µHf1 ] = 0 ⇔ Det[λI + H−1
f0

Hf1 ] = 0 λ =
1
µ

λ7�−H−1
f0

Hf1�A��"duµ�¢ëê§KeP−H−1
f0

Hf1��
����¢A��©O�λM �λm§λM > λm§Kk
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½½½nnn2.3.6 �Ä¹üëêõ�ªx(16)§ef0 ∈ H §
�−H−1

f0
Hf1������¢A��©O�λM �λm§K

1◦ λM < 0§K(∀µ ∈ R+) : f0 + µf1 ∈ H
2◦ λm > 0§K(∀µ ∈ R+) : f0 − µf1 ∈ H
3◦ λM > 0, λm < 0§K(∀µ ∈ (λm, λM )) : f0 + µf1 ∈ H

555µµµéuf(s) ∈ R[s] §Hurwitz�â´���äf(s) ∈ H ­½�¿
©7�^�"�O�Hf �Ìfª�æ�"
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½½½nnn2.3.7 (Lienard and Chipart) é�½

f(s) = αnsn + αn−1s
n−1 + · · ·+ α1s + α0 (17)

Kf(s) ∈ H��=�eã^���¤áµ
(1) α0 > 0, α2 > 0, · · · ,∆1 > 0,∆3 > 0, · · ·
(2) α0 > 0, α2 > 0, · · · ,∆2 > 0,∆4 > 0, · · ·
(3) α0 > 0, α1 > 0, α3 > 0, · · · ,∆1 > 0,∆3 > 0, · · ·
(4) α0 > 0, α1 > 0, α3 > 0, · · · ,∆2 > 0,∆4 > 0, · · ·

555µµµ½n2.3.7/ªþ~��äHf Ìfª��ê��5���§�
ù��ä¿vk�Ñ�éXê��{ü�/ª"
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½½½nnn2.3.8 (�Xº 1957) f(s) ∈ R[s]�ä�X

ê§deg f ≥ 3§Kf(s) ∈ H 7k

(∀ 1 ≤ i ≤ n− 2) : αiαi+1 > αi−1αi+2 (18)

½½½nnn2.3.9 f(s) ∈ R[s]§Kf(s) ∈ H=I

αiαi+1 > 3αi+2αi−1, ∀i (19)
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½½½nnn2.3.10 (mÂ]1976 ) f(s) ∈ R[s], Kf(s) ∈ H§XJ

αi−1αi+2 ≤ 0.4655αiαi+1 i = 1, 2, · · · , n− 2 (20)

Ù¥0.4655 ´ng�§

δ3

4
+ δ2 + δ − 2 = 0

��¢��β ∈ [0.931 0.932]�e�����§�n = 5 �^
�(20)��ÒAØ�"
k<åãU?δ ��§�AÃ?Ð.

^V�5Ø�ª5�OH­½�¿©7�^�3u�­½5þk�

½�Å5"¦+Xd§ù�(J3ÀJ­½ëê�Cq�{þ�´
���"
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